Planteamiento y Solución de Problemas de Ecuaciones,

Usando Estrategias y Métodos Propuestos en el

Desarrollo Histórico de la Teoría de Ecuaciones by Zambrano García, Luis Enrique
Planteamiento y Solucio´n de Problemas de Ecuaciones,
Usando Estrategias y Me´todos Propuestos en el
Desarrollo Histo´rico de la Teor´ıa de Ecuaciones.
Luis Enrique Zambrano Garc´ıa
Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias, Departamento de Matema´ticas
Bogota´, Colombia
2011

Planteamiento y Solucio´n de Problemas de Ecuaciones,
Usando Estrategias y Me´todos Propuestos en el
Desarrollo Histo´rico de la Teor´ıa de Ecuaciones.
Luis Enrique Zambrano Garc´ıa
Tesis de grado presentado como requisito parcial para optar al t´ıtulo de:
Magister en Ensen˜anza de las Ciencias Exactas y Naturales
Directora:
Magister en Matema´ticas, Martha Cecilia Moreno Penagos
Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias, Departamento Matema´ticas
Ciudad, Colombia
2011

Dedicatoria
A Ti, Mi Mona Bella.
A Mi Mama´: Amparo Garc´ıa.

Agradecimientos
El autor expresa sus agradecimientos a todos aquellos que de una u otra forma han co-
laborado, contribuido o aportado en el desarrollo de este trabajo como:
1. A Dios y a la la Sant´ısima Virgen Mar´ıa, por esta maravillosa oportunidad.
2. A mi Esposa Nelsi Milena Aconcha y mi mama´ Amparo Garc´ıa, por su apoyo incon-
dicional y motivacio´n constante.
3. A mi Directora, la Profesora Martha Cecilia Moreno Penagos, por su tiempo, sugeren-
cias, revisiones y ensen˜anzas.
4. A la Profesora Myriam Acevedo por su magnifica asesor´ıa y correcciones.
5. A Todos Mis Profesores de la Maestr´ıa que aportaron a mi crecimiento profesional.
6. A Mi Gloriosa Universidad Nacional de Colombia por mi formacio´n profesional.

ix
Resumen
El Proceso ensen˜anza - aprendizaje de las ecuaciones lineales y cuadra´ticas en grado oc-
tavo y noveno, se ha convertido en un problema doble. Por una parte, la mayoria de los
estudiantes comprenden muy poco y se enfocan en manejar algoritmos de forma meca´nica.
Por otra parte, se observa el manejo de temas matema´ticos de forma aislada y sin conexio´n
con otros conceptos o aplicaciones dentro del plan de estudio. Este trabajo propone una
unidad dida´ctica que pretende ser una solucio´n al problema planteado, al integrar temas de
la matema´tica escolar a trave´s de me´todos de solucio´n de ecuaciones lineales y cuadra´ticas,
tomados del desarrollo histo´rico de las matema´ticas, que ayuden a su compresio´n por parte
de los estudiantes. Para ello se realiza una revisio´n histo´rica del tema y de conceptos ba´sicos
de la teor´ıa de ecuaciones polino´micas.
Palabras claves: Me´todos de solucio´n de ecuaciones en la historia, Ecuaciones lineales
y cuadra´ticas, Teor´ıa de ecuaciones polino´micas, Ensen˜anza.
Abstract
he teaching - learning process of the linear and quadratic equations in eighth and ninth
grades, has become a double problem. On the first hand, most students understand very
little and they focus on the mechanic manage of algorithms. On the other hand, we observe
the handling of mathematical topics in isolation and not connected to other concepts or
applications within the curriculum. This paper proposes a didatic unit that is intended to
be a solution to the problem, by integrating issues of school mathematics through solving
methods of linear and quadratic equations, taken from the historical development of mat-
hematics, to help their understanding by students. To that end, a historical review of basic
concepts and theory of polynomial equations.
Keywords: Methods of solving equations in history, Linear and quadratic equations,
Theory of polynomial equations, Teaching.
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1. Introduccio´n
Ensen˜ar bien las matema´ticas, so´lo puede hacerlo aque´l que las ame con pasio´n
y las comprenda como una ciencia viva en desarrollo.
Andre´i Nikola´yevich Kolmogorov.
Las ecuaciones lineales y cuadra´ticas se utilizan para modelar feno´menos en las ciencias,
siendo adema´s un tema fundamental en matema´ticas y su manejo es una competencia ba´sica
a desarrollar, que se ha convertido en un problema doble. Por una parte, para un gran nu´mero
de estudiantes resolver este tipo de ecuaciones, se reduce a la aplicacio´n de algoritmos de
forma meca´nica, que muchas veces no comprenden y se convierte en un ejercicio de memoria.
Por otra parte, se observa el manejo de temas matema´ticos de forma aislada y sin conexio´n
con otros conceptos o aplicaciones dentro del plan de estudio, como el caso del tria´ngulo
de Pascal, la divisio´n de polinomios, el teorema de Pitagoras, etc., que pueden servir como
herramientas para la compresio´n y solucio´n de ecuaciones lineales y cuadra´ticas, manejados
con mayor enfa´sis en los cursos de grado octavo y noveno.
Con este trabajo, se pretende dar solucio´n al problema planteado, con la propuesta dida´ctica
que integra temas a trave´s de me´todos antiguos de solucio´n de ecuaciones lineales y cuadra´ti-
cas tomados del desarrollo histo´rico de las matema´ticas que sean otra alternativa para la
compresio´n de este tema por parte de los estudiantes.
Para la construccio´n de la unidad dida´ctica y solucio´n del problema planteado, el presente
documento se divide en las siguientes etapas: Una revisio´n histo´rica en el capitulo uno. En
el capitulo dos, se exponen algunos conceptos ba´sicos de la teor´ıa de ecuaciones polino´micas
3y unos me´todos de solucio´n de ecuaciones por aproximacio´n. Finalmente, en el cap´ıtulo tres,
se presenta la unidad dida´ctica.
2. Me´todos de Solucio´n de Ecuaciones
en la Historia
Una ecuacio´n no significa nada para mı´
si no expresa un pensamiento de Dios”.
Srinivasa Ramanujan(1887-1920)
En este cap´ıtulo se presentan en forma cronolo´gica por civilizacio´n algunos me´todos de
solucio´n de ecuaciones lineales y cuadra´ticas.
2.1. Egipto
Con base en documentos encontrados, como el papiro del Rhind y el de Moscu´, entre otros, se
puede afirmar que los egipcios lograron grandes avances en a´lgebra y geometr´ıa. Dominaban
con fluidez la suma, la resta, la multiplicacio´n y la divisio´n. Adema´s, los nu´meros racionales
eran expresados como sumas de fracciones unitarias, con la unidad por numerador, excepto
para 2
3
y 3
4
.
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2.1.1. Me´todo de la Falsa Posicio´n o Regula Falsi para Ecuaciones
Lineales
El papiro del Rhind contiene 85 problemas resueltos, de los cuales algunos se modelan a
trave´s de las ecuaciones lineales de la forma:
x+
1
a
x = b,
donde a y b ∈ N.
Este tipo de ecuaciones fueron resueltas, usando el me´todo de Regula falsi o falsa posicio´n,
que consiste en proponer una solucio´n tentativa inicial y corregirla de acuerdo a los resultados
obtenidos, algo muy similar a lo que hoy se conoce como el me´todo1 de ensayo y error.
En la notacio´n actual, el algoritmo consiste en:
1. Considerar la funcio´n f(x) = x+ 1
a
. Suponer que x1 = a es una solucio´n. calcular
f(x1) = x1 +
1
a
x1 = x2. Si x2 = b entonces, la solucio´n es x = x1.
2. Si x2 6= b, entonces, con x2 = f(x1), buscar k tal que kx2 = b, es decir k = bx2 . Entonces,
x = kx1.
A continuacio´n se ilustra este me´todo.
Ejemplo 2.1. Aha2 , el total y su 7 3 son 194.
Solucio´n.
El problema se modela con la ecuacio´n x+ x
7
= 19. Suponemos que x1 = 7 es una solucio´n.
Entonces, 7 + 7
7
= 8. Como no se obtiene 19, tomamos x2 = 8 y buscamos un k tal que
kx2 = b, donde k viene siendo el factor de correccio´n que relaciona a 19 y 8. En este caso,
k = 19
8
, porque (19
8
)8. Por el me´todo egipcio de la divisio´n5 obtenemos que 19
8
= 2 + 1
4
+ 1
8
.
Por lo tanto la solucio´n es x = kx1, esto es x =
19
8
× 7 = (2 + 1
4
+ 1
8
)× 7 = 16 + 1
2
+ 1
8
.
1Este me´todo fue consultado en:[1], [12].
2La inco´gnita se denominada ”aha” o ”monto´n”.
3En la notacio´n egipcia 7, se refiere a 17
4El enunciado en el lenguaje actual es: Una cantidad y su se´ptima parte es 19 ¿Cua´l es la cantidad?
5En el anexo A se explica el procedimiento de la divisio´n egipcia.
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2.2. China
Aunque poca informacio´n se tiene sobre la matema´tica china, se conoce dentro de sus logros el
uso del a´baco como herramienta para el ca´lculo matema´tico, el manejo de nu´meros negativos
en la solucio´n de sistemas de ecuaciones y el teorema chino del residuo.
2.2.1. Me´todo Chino para Solucionar Sistemas de Ecuaciones Lineales
La civilizacio´n china maneja un me´todo sistema´tico6 y general para la solucio´n de sistemas
de ecuaciones lineales con tres inco´gnitas que es equivalente al me´todo de eliminacio´n.7 En
el manuscrito chino de los nueve cap´ıtulos es donde se explica este me´todo que es totalmente
generalizable ( ninguno de los pasos depende de propiedades particulares de los nu´meros
involucrados). Veamos en que consiste en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.2. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales con tres inco´gnitas:
3x+ 2y + z = 29 [1]
2x+ 3y + 2z = 34 [2]
x+ 2y + 3z = 36 [3]
Solucio´n.
1. Se escribe una matriz 4 × 3 (cuatro filas y tres columnas), en donde solo van los
coeficientes nume´ricos 
1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

Donde la primera columna c1 corresponde a la tercera ecuacio´n; la segunda columna
c2 corresponde a la segunda ecuacio´n y la tercera columna c3 corresponde a la primera
ecuacio´n.
6Este me´todo fue consultado en:[1], [12].
7Tomado del texto: [1].
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2. Se multiplica siempre c2 por el primer valor de c3. Tres, en este caso. Ahora, se resta
c3 a c2, las veces necesarias para obtener un cero en a12. En este caso se resta dos veces
c3. 
1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

−−−−−−→
3c2 − 2c3 =

1 0 3
2 5 2
3 1 1
26 29 39

3. Se procede igual al paso anterior, pero esta vez con c1. Primero se multiplica por tres
c1, luego, se le resta c3, para as´ı obtener un cero en a11.
1 0 3
2 5 2
3 1 1
26 24 39

−−−−−→
3c1 − c3 =

0 0 3
4 5 2
8 1 1
39 24 39

4. Se multiplica por cinco c1, luego se le resta cuatro veces c2 para un obtener cero en
a21. 
0 0 3
4 5 2
8 1 1
39 24 39

−−−−−−→
5c1 − 4c2 =

0 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39

Quedando el sistema de ecuaciones
3x+ 2y + z = 39 [1]
5y + z = 34 [2]
36z = 36 [3]
De tal forma que ya se puede solucionar, despejando primero z de la u´ltima ecuacio´n, luego
se despeja y de la segunda ecuacio´n y por u´ltimo de la primera ecuacio´n x. Obteniendo
x = 111
12
; y = 17
4
y z = 11
4
.
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2.3. Mesopotamia
Los babilonios llegaron a desarrollar una matema´tica avanzada en los campos del algebra y
la geometr´ıa. Usaban un sistema nume´rico posicional base 60 y manejaban tablas nume´ricas
que ayudaban al ca´lculo e incluso a la solucio´n de ecuaciones.
2.3.1. Me´todo Babilo´nico para Solucionar Ecuaciones del Tipo:
x2 − bx+ c = 0, donde b y c ∈ N
Los problemas que se modelan con este tipo de ecuaciones, se enunciaban: “conocidos la
suma y el producto de dos nu´meros, encontrar estos”, o ”dados el a´rea y el semiperimetro de
un recta´ngulo, encontrar sus lados”. En nuestra notacio´n el desarrollo babilo´nico8 de estos
problemas es: Si x + y = a (1) y xy = b (2). Se considera x = a
2
+ z (3) y y = a
2
− z (4). Se
sustituyen los valores de las ecuaciones (3) y (4) en la ecuacio´n (2) y se tiene (a
2
+z)(a
2
−z) = b.
Despejando z, se llega a la expresio´n z =
√
(a
2
)2 − b. Se reemplaza z ahora en las ecuaciones
(3) y (4) y se obtiene una expresio´n conocida como la fo´rmula cuadra´tica: x = a
2
+
√
(a
2
)2 − b
y y = a
2
−√(a
2
)2 − b. Si se conocen la diferencia y el producto de dos nu´meros, se aplica el
mismo proceso llegando a la expresio´n: x = a
2
+
√
(a
2
)2 + b y y = −a
2
+
√
(a
2
)2 + b.
Ejemplo 2.3. Hallar dos nu´meros que cuya suma sea 7
6
y cuyo producto sea 1
3
.
Solucio´n. Se supone la mitad del resultado de la suma, obteniendo x = 7
12
y y = 7
12
. La
suma debe dar 7
6
, por tanto la suposicio´n es correcta para el caso de la suma, mas no para
el producto. Entonces, restaban el producto correcto 1
3
del producto obtenido 7
12
× 7
12
= 49
144
.
Luego, calculaban la ra´ız cuadrada del valor obtenido, en este caso
√
1
144
= 1
12
. Ahora este
valor, se suma al valor supuesto de y se resta al valor supuesto de y con esto se llega a la
respuesta x = 7
12
+ 1
12
= 2
3
y y = 7
12
− 1
12
= 1
2
.
8Tomado del texto: [1].
2.4 Griegos 9
2.4. Griegos
Aunque las matema´ticas ya eran avanzadas en las culturas babilo´nica y egipcia. Los griegos
le dieron el cara´cter de ciencia gracias a los aportes de Thales de Mileto, Pita´goras y su
escuela, Euclides, Arqu´ımedes y Diofanto de Alejandr´ıa, entre otros.
2.4.1. Me´todos Griegos para la Solucio´n de Ecuaciones de la Forma
x2 = n, donde n ∈ N
Son ecuaciones cuadra´ticas incompletas y su solucio´n, consiste en hallar la ra´ız cuadrada de
un nu´mero. Para este tipo ecuaciones, se abordaran el me´todo de solucio´n de Hero´n y el de
Euclides.
El Me´todo de Hero´n
Considerado el ma´s antiguo de todos los me´todos9 atribuido a Hero´n de Alejandr´ıa (126 a.c.
-50 a.C.) y consiste en mejorar la aproximacio´n a la
√
n, de la siguiente manera: Sea xk una
aproximacio´n entera de
√
n, para ello tenemos en cuenta que:
xk <
√
n < xk + 1,
se elige p ∈ Q, tal que xk < p < xk + 1 y pxk = n
Hero´n demostro´ que la media aritme´tica xk+p
2
es una mejor aproximacio´n a la
√
n. El proce-
so10 se repite varias veces y asi se obtiene cada vez una media aritme´tica ma´s pro´xima a la
√
n.
xk+1 =
xk + p
2
=
xk +
n
xn
2
=
1
2
(xk +
n
xk
)
Ejemplo 2.4. Calcular con 5 decimales de aproximacio´n: x2 = 2.
Solucio´n. Suponemos una primera aproximaxio´n x0 = 1. Obteniendo al final del proceso que
se muestra acontinuacio´n, un x3 = 1, 414215686.
9Consultado en:[2],[7]
10Una explicacio´n a este me´todo se encuentra en el anexo B.
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x1 =
1
2
(1 +
2
1
) =
3
2
x2 =
1
2
(
3
2
+
2
3
2
) =
17
12
x3 =
1
2
(
17
12
+
2
17
12
) =
577
408
= 1, 414215686
EL Me´todo Geome´trico de Euclides para Hallar la Ra´ız Cuadrada de un Nu´mero n ∈ N
Este me´todo11 se encuentra en los elementos de Euclides en la proposicio´n 13 del libro V I y
para realizarlo se procede de la siguiente manera12:
1. Construir un segmento AB de tal manera que l(AB) = n.
2. Extender el segmento AB desde el punto B al punto C de tal manera que l(BC) = 1.
3. Bisecar el segmento AC cuyo punto medio es M .
4. Con centro en M y radio de l(AM) construir semic´ırculo.
11Una explicacio´n a este me´todo se encuentra en el anexo C y fue consultado en [7].
12l(AB) es la longitud del segmento AB.
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5. Construir una perpendicular al segmento AC en el punto B. Nombrar E al punto de
interseccio´n entre la perpendicular y el semic´ırculo.
6. Por u´ltimo trazar el segmento de recta AE y el segmento de recta EC. Donde la
longitud del segmento BE corresponde a la
√
n.
2.4.2. Me´todo Geome´trico Griego para la Solucio´n de Ecuaciones de
la Forma x2 − bx+ c = 0, donde b y c ∈ N
La solucio´n geome´trica13 para este tipo de ecuaciones se realizan los tres primeros pasos del
procedimiento descrito en el me´todo geome´trico de Euclides para hallar la ra´ız cuadrada de
un nu´mero n ∈ N y continua con los siguientes pasos:
1. Con centro en D y radio de l(AD) trazar un c´ırculo.
13Consultado en:[1].
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2. Construir una perpendicular al segmento AC en el punto B hacia arriba. Nombrar E
al punto de interseccio´n entre la perpendicular y el c´ırculo.
3. Extender el segmento AC indefinidamente. En esta, Tomamos una distancia de lon-
gitud arbitraria CF y Marcamos el punto G a la derecha de F , de tal forma que
l(FG) = b. Por ultimo, Bisecar el segmento FG cuyo punto medio es H.
4. Con centro en H y radio de l(FH) se construye un circulo. Luego, Construir una
perpendicular al segmento BE y que intercepte a la circunferencia de radio l(FH).
Nombrar I al punto de interseccio´n de la perpendicular con el c´ırculo. Construir el
triangulo FGL.
5. Construir un segmento de recta IJ paralelo al segmento de recta BE y perpendicular
al segmento FG .
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Entonces, veamos que l(FJ) es una ra´ız. Sea x1 = l(FJ), se tiene que si c = x1(b− x1) y se
verifica que
c = x1(b− x1)→ x21 − bx1 + c = 0
De la misma forma se comprueba para x2 = l(JG), es tambie´n solucio´n de la ecuacio´n.
2.4.3. Me´todo Griego de Aplicacio´n de A´reas para la Solucio´n de
Ecuaciones de la Forma ax± x2 = b2, donde a y b ∈ N.
En el siguiente ejemplo, se ilustra este me´todo14.
Ejemplo 2.5. Solucionar la ecuacio´n: x2 + 24 = 10x.
Solucio´n.
1. Dibujamos un cuadrado de lado x unidades y un recta´ngulo de a´rea 24 unidades cua-
dradas, tal que, sus lados midan x unidades y 10 unidades, de este manera obtenemos
el recta´ngulo:
2. Ahora se traza un segmento que divida en dos al recta´ngulo de a´rea 10x . Se obtiene
dos casos, uno, donde x ≤ 5 (la mitad del segmento de 10 unidades) o que x > 5.
14La explicacio´n a este me´todo se encuentra en el anexo D y fue consultado en [7], [12].
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3. Analicemos el caso x ≤ 5 : para encontrar el valor de x , se completa un cuadrado de
lado 5 unidades que incluya al cuadrado de lado x , como se observa a continuacio´n:
El cuadrado esta´ compuesto por dos recta´ngulos de a´rea a y por dos cuadrados, uno de a´rea
x2 y el otro de a´rea (5 − x)2 . Sumando el a´rea de este u´ltimo con el a´rea del recta´ngulo
c = 24 , tenemos (5−x)2+24, que es igual al a´rea del cuadrado de lado 5. Veamos por que´, si
x2+a = 24−a→ x2+a+a = 24 [1] y el a´rea del cuadrado de lado 5 es x2+a+a+(5−x)2 = 52
[2]. Ahora reemplazamos la ecuacio´n [1] en la ecuacio´n [2] y obtenemos: 24 + (5− x)2 = 52.
Luego x = 4.
Ahora miramos el caso cuando x > 5 , entonces el cuadrado de lado x se incluye en el
cuadrado de lado 5, de la siguiente manera:
El cuadrado de lado x esta´ formado por dos recta´ngulos de a´rea a y por dos cuadrados, uno
de a´rea 25 y el otro de a´rea (x− 5)2 . Se tiene entonces x2 − a = 24 + a→ x2 = 24 + a+ a
[1]. El a´rea del cuadrado de lado 5 es x2− a− a+ (x− 5)2 = 25 [2]. Ahora reemplazamos la
ecuacio´n [1] en la ecuacio´n [2] y obtenemos 24 + (x− 5)2 = 25 . Luego x = 6.
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2.4.4. Me´todos de Solucio´n de las Ecuaciones Diofa´nticas de la
Forma: ax+ by = c.
Este tipo de ecuaciones, cuyos coeficientes y soluciones son nu´meros enteros, reciben el
nombre de ecuaciones diofa´nticas en honor al matema´tico griego Diofa´nte de Alejandr´ıa.
Me´todo de Solucio´n 1
Los siguientes teoremas15 da las condiciones de existencia de solucio´n y nos muestra la forma
de calcular una solucio´n particular.
Teorema 1.
Sean a, b, c ∈ Z. La ecuacio´n ax + by = c tiene solucio´n entera si, y so´lo si mcd(a, b) divide
a c. Adema´s, si d = mcd(a, b), entonces una solucio´n particular de la ecuacio´n es:x0 =
c
d
α y
y0 =
c
d
β. Siendo d = aα + bβ, con α y β ∈ Z.
Teorema 2.
Si x0, y0 ∈ Z es una solucio´n particular de la ecuacio´n ax + by = c, entonces todas las
soluciones enteras de la misma son de la forma: x = x0 +
b
d
t y y = y0 +
a
d
t, con t ∈ Z, siendo
d = mcd(a, b).
Ejemplo 2.6. Solucionar la ecuacio´n: 3x+ 5y = 5.
Solucio´n. El mcd(3, 5) = 1, quien adema´s divide a 54, por tanto la ecuacio´n 3x+5y = 5 tiene
solucio´n en los enteros. Por el teorema de Bezout16 existen α, β ∈ Z tales que d = 3α + 5β,
luego 3(2) + 5(−1) = 1 . Multiplicamos ambos miembros de la igualdad por 54, obteniendo
54 = 3(108) + 5(−54). Esta es una solucio´n de la ecuacio´n, donde x0 = 108 y y0 = −54 y
la solucion general la obtenemos reemplazando los siguientes valores:x0 = 108, y0 = −54,
15Las demostraciones se encuentra en el anexo E. y fue consultado en [5], [1].
16La identidad de Be´zout enuncia que si a y b son nu´meros enteros con ma´ximo comu´n divisor d, entonces
existen enteros x e y tales que ax + by = d.
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a = 3, b = 5 y d = 1 en las siguientes ecuaciones:
y = y0 − a
d
t→ y = −54− 3t,
x = x0 +
b
d
t→ x = 108 + 5t
Me´todo de Solucio´n 2 por Fracciones Continu´as.
Ahora se expondra´ un algoritmo de solucio´n alternativo que se basa en el anterior y que solo
difiere en el u´ltimo paso donde usaremos las fracciones continuas 17 .
Los siguientes teoremas 18, son de gran ayuda para este proceso.
Teorema 3.
Todo nu´mero racional puede expresarse como una fraccio´n continua simple finita19.
Ejemplo 2.7. Expresar 128
43
como una fraccio´n continua simple finita.
Solucio´n.
128 = 43(2) + 42,
43 = 42(1) + 1,
42 = 1(42) + 0
Luego,
128
43
= 2 +
1
1 +
1
42
Teorema 4.
Sean pn
qn
, pn+1
qn+1
dos convergentes20 consecutivas de una fraccio´n continua21. Entonces pnqn+1−
qnpn+1 = ±1.
Ejemplo 2.8. Hallar la solucio´n general de 10x+ 14y = 8.
17Consultados en [1], [6].
18Consultados en [6].
19La demostracio´n se encuentra en el anexo E.
20Dada una fraccio´n continua simple [a1, a2, . . .], puede ser finita o infinita, definimos sus convergentes o
reducidas como los nu´meros racionales Ci = [a1, a2, . . . , ai], donde i = 1, 2, 3, . . .. Tomado de [6]
21La demostracio´n se encuentra en el anexo E.
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Solucio´n. Hallamos primero el ma´ximo comu´n divisor de 10 y 14 a trave´s del algoritmo de
Euclides.
10 = 14(0) + 10,
14 = 10(0) + 4,
10 = 4(2) + 2,
4 = 2(2) + 0.
Obtenemos mcd(10, 14) = 2, que divide a 8, por tanto la ecuacio´n 10x + 14y = 8 tiene
solucio´n en los enteros. Procedemos a dividir 10x+ 14y = 8 entre el mcd(10, 14) , lo cual nos
da 5x + 7y = 4. El mcd(5, 7) = 1, que divide a 4, por tanto la nueva ecuacio´n 5x + 7y = 4
tiene solucio´n en los enteros. Ahora expresamos 5
7
como una fraccio´n continua simple
5
7
= 0 +
1
1 +
1
2 +
1
2
Aplicamos la formula recursiva22 para encontrar los sucesivos convergentes:
x = 3 y y = −2 son solucio´n de la ecuacio´n 5x + 7y = 1. Ahora multiplicamos ambos
miembros de la igualdad por 4 obteniendo 5(12) + 7(−8) = 4. La solucio´n general se obtiene
mediante las expresiones y = −8− 5t y x = 12 + 7t.
2.4.5. Ecuaciones Diofa´nticas del Tipo x2 − y2 = n.
Diofante resolvio´ problemas que lo llevaron a plantear ecuaciones de este tipo, aunque no
presento´ un me´todo general23.
22la formula recursiva para encontrar los sucesivos convergentes se encuentra en el anexo E.
23Consultados en [8].
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Teorema 5.
La ecuacio´n x2 − y2 = n, donde n ∈ N, tiene soluciones enteras si y so´lo si n puede descom-
ponerse en producto de nu´meros de la misma paridad (ambos pares o ambos impares). En
el caso que a y b sean dos de tales nu´meros, la pareja de valores:x = a+b
2
y y = a−b
2
son una
solucio´n de la ecuacio´n. Todas las soluciones son de esta forma24.
Ejemplo 2.9. Encontrar las soluciones enteras positivas de la ecuacio´n x2 − y2 = 120.
Solucio´n.
1. Se descompone en factores primos a 120 = 23 × 3× 5.
2. Averiguamos los divisores de 120: el nu´mero de divisores de un numero entero n cuya
descomposicio´n factorial es n = pm11 ×pm22 ×. . .×pmkk . es igual a (m1+1)(m2+1) . . . (mk+
1). En nuestro caso el nu´mero de divisores de 120 es (3 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 16, los
cuales son D120 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120}.
3. los productos de divisores equidistante de los extremos es constante e igual a 120:
1× 120; 2× 60; 3× 40; 4× 30; . . . = 120
4. Tomamos solo los productos de los factores que tiene la misma paridad:2 × 60; 4 ×
30; 6× 20; 10× 12.
5. Las soluciones de las ecuaciones son 8 en total, ya que los 4 productos se pueden colocar
de forma contraria, esto es 2× 60 y 60× 2. Veamos las soluciones para este caso: a = 2
y b = 60. Aplicando la fo´rmula obtenemos:
x =
a+ b
2
→ 2 + 60
2
= 31,
y =
a− b
2
→ 2− 60
2
= −29,
x2 − y2 = 120→ (31)2 − (−29)2 = 120.
para a = 60 y b = 2 se obtiene x = 31 y y = 29.
24La demostracio´n se encuentra en el anexo F.
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2.4.6. Ecuaciones Diofa´nticas del Tipo x2 + y2 = z2.
Me´todo de Solucio´n por Nu´meros Triangulares.
Pita´goras establecio´ una regla para hallar algunas soluciones enteras positivas a este tipo de
ecuaciones basado en los nu´meros triangulares, ya que la suma de dos nu´meros triangulares
consecutivos, es un nu´mero cuadrado perfecto25.
n2 + (
n2 − 1
2
)2 = (
n2 + 1
2
)2 [1]
Donde n es impar para obtener un valor entero y x = n; y = n
2−1
2
; z = n
2+1
2
.
Ejemplo 2.10. Encontremos una tripla pitago´rica aplicando la fo´rmula [1] para n = 7.
Solucio´n. Remplazando en la formula obtenemos
72 +
72 − 1
2
=
72 + 1
2
,
49 + 576 = 625.
Me´todo de Solucio´n por Suma de Nu´meros Impares.
La sucesio´n de sumas parciales de los nu´meros impares corresponde a la sucesio´n de los
nu´meros cuadrados 26. Algebraicamente corresponde a 1+3+5+. . .+2n−1 = n2. Si tomamos
un nu´mero impar que es a la vez cuadrado perfecto (9, 25, 49, . . . ) que se denotara´ como
2n − 1 = k2, sabemos que tanto la suma de los impares hasta 2n − 3, como la suma de
los impares hasta 2n − 1, son cuadrados perfectos, es decir (n − 1)2 y n2, respectivamente.
Entonces tenemos
(n−1)2︷ ︸︸ ︷
1 + 3 + 5 + · · ·+ 2n− 3
k2︷ ︸︸ ︷
+2n− 1︸ ︷︷ ︸
n2
= n2 = (n− 1)2 + k2
25La explicacio´n de este resultado se encuentra en el anexo G y fue consultado en [12].
26Fue consultado en [12].
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Se produce una tripla pitago´rica n, n− 1, k2 = 2n− 1.
Ejemplo 2.11. Producir la tripla pitago´rica para n = 5 con la fo´rmula n2 = (n− 1)2 + k2.
Solucio´n. Remplazamos el valor dado en la fo´rmula y obtenemos
52 = (5− 1)2 + (2× 5− 1),
52 = 42 + 32
Es importante aclarar, que el nu´mero que se escoge al principio, es un nu´mero impar cuadrado
perfecto que viene siendo el k2, para obtener n, por ejemplo
k2 = 49,
2n− 1 = 49,
n = 25.
Aplicamos la formula dada
252 = (25− 1)2 + (2× 25− 1),
252 = 242 + 72
2.5. A´rabes.
Los a´rabes estudiaron las matema´ticas griegas y la astronomı´a hindu´, llega´ndose a considerar
ellos mismos los herederos de los griegos. Su Matema´tica partio´ de la s´ıntesis de las obras
griegas e hindu´es este fue su mayor merito.
2.5.1. Me´todos Geome´tricos para Ecuaciones de la Forma
x2 + bx+ c = 0, donde b y c ∈ N.
El matema´tico a´rabe Tabit Ben Qurra maneja un me´todo geome´trico por medio de la for-
macio´n de un recta´ngulo a trave´s de la aplicacio´n de a´reas de cuadrados y recta´ngulos. Hay
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dos tipos de cuadrados, unos con lados de longitud x y otros de lados de una unidad de
longitud. Los recta´ngulos tienen lados de longitud x y 1 27.
Ejemplo 2.12. Solucionar por el me´todo geome´trico a´rabe, la ecuacio´n x2 + 5x+ 6 = 0.
Solucio´n. La ecuacio´n dada, la representaremos de forma geome´trica por medio de la forma-
cio´n de un recta´ngulo de la siguiente manera: Los te´rminos que intervienen los representamos
en a´reas de ciertas figuras geome´tricas, donde x2 estara´ representado por un cuadrado de
lado x. 5x Sera´ representado por 5 recta´ngulos de lados x y 1. El 6 estara´ representado por
seis cuadrados de lado 1.
Se forma un recta´ngulo con estas figuras con el fin de representar la suma de estas a´reas
como un producto.
Las dimensiones del recta´ngulo formado son x + 2 y x + 3 . Se tiene que x2 + 5x + 6 =
(x+ 2)(x+ 3), lo cual nos lleva a encontrar las ra´ıces de la ecuacio´n, que en este caso no son
positivas, tal como no hubieran permitido los a´rabes.
Hoy, estos cuadrados y recta´ngulos, se conocen como bloques de Dienes y son usados como
material dida´ctico.
27Fue consultado en[1], [7], [12].
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2.5.2. Me´todo de la Doble Falsa Posicio´n Para Ecuaciones de la
Forma: ax+ b = c.
La civilizacio´n que tuvo mayor desarrollo en el procedimiento de la doble falsa posicio´n fue la
a´rabe en donde se resalta la obra de Muhammad Ibn Al banna Al-Marrakushi (1256-1321),
la cual describe la regla de la falsa posicion a la que llama regla de los platillos de la balanza.
El me´todo28 puede ser sintetizado como sigue:
1. Dada la ecuacio´n: ax+ b = c
2. Considerar dos valores cualesquiera de la inco´gnita m,n.am+ b = pan+ b = q
3. Calcular los errores correspondientes a ellos
p− c = d1
q − c = d2
4. Hallar el valor de la inco´gnita en funcio´n de los valores dados y sus errores:
x =
d1n− d2m
d1 − d2
5. La representacio´n se da en el siguiente diagrama:
Ejemplo 2.13. Resolver 2x+ 5
3
x = 33.
Solucio´n. Tomemos el primer valor falso igual m = 3 y reemplazando en la ecuacio´n se
obtiene 11 6= 33. De donde sale el primer error d1 = 11− 33 = −22.
28La demostracio´n se encuentra en el anexo H.
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El segundo valor falso es n = 6 y reemplazando en la ecuacio´n se obtiene 22 6= 33. De donde
sale el segundo error d2 = 22− 33 = −11.
Aplicando la regla de las escalas
y reemplazando los valores en la fo´rmula para encontrar el valor de x, tenemos que
x =
6(−22)− 3(−11)
−22− (−11) = 9
3. Ecuaciones Polino´micas.
Si la vida fuera una ecuacio´n matema´tica, nos faltar´ıan letras
en el abecedario para representar las inco´gnitas.
Georges-Louis Leclerc. (1707-1788)
En este cap´ıtulo se hace una revisio´n de conceptos fundamentales de la teor´ıa de ecuaciones
polino´mica y algunos me´todos de soluciones de esta por aproximaciones.
3.1. Funcio´n Polinomial
3.1.1. Definicio´n
Una funcio´n f(x) real se llama Polinomial si
f(x) = anx
n + an−1xn−1 + . . .+ a2x2 + a1x+ a0,
donde n es un nu´mero entero no negativo y los nu´meros an, an−1, . . . , a1, a0, son constantes
reales llamadas coeficientes del polinomio. Si an 6= 0, entonces el grado de f(x) es n.
3.1.2. Caracter´ısticas de las Funciones Polino´micas:
1. El dominio de f(x) es R
2. El rango depende f(x).
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3.1.3. Gra´fica de las Funciones Polino´micas:
1. Gf = {(x, y) ∈ R2/y = f(x)}.
2. f(x) es continua ∀x ∈ R.
3. f(x) es derivable ∀x ∈ R.
4. La gra´fica de f(x) intercepta el eje x, a lo sumo en n puntos.
3.2. Ecuaciones Polino´micas
3.2.1. Definicio´n.
Cuando igualamos un polinomio f(x) a 0, obtenemos una ecuacio´n polino´mica de grado1 n,
si an 6= 0.
f(x) = anx
n + an−1xn−1 + . . .+ a2x2 + a1x+ a0 = 0
3.3. Ra´ıces y Ceros de Polinomios
3.3.1. Definicio´n.
Si un nu´mero c es una solucio´n de una ecuacio´n polino´mica f(x) = 0 , entonces se dice que c
es una ra´ız de la ecuacio´n. Reciprocamente, si al sustituir x por c en una funcio´n polino´mica
f(c) = 0, se dice que c es un cero de la funcio´n2.
3.3.2. Algoritmo de la Divisio´n.
Sean f(x) y g(x) polinomios, tal que el grado f(x) ≥ grado g(x), entonces existe los polino-
mios u´nicos q(x) y r(x), con grado q(x) < grado r(x). Tales que3:
1Definicio´n tomada de [11]
2Definicio´n tomada de [11]
3Definicio´n tomada de [13]
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f(x) = g(x)q(x) + r(x).
3.3.3. Teorema del Residuo.
Si el polinomio f(x) se divide entre x− c, siendo c una constante, el residuo es igual a4 f(c).
Demostracio´n. Aplicando 3.3.2, existen q(x) y R, tales que f(x) = (x− c)q(x) +R. Si x = c
f(c) = 0 +R,
f(c) = R.
3.3.4. Teorema del Factor.
Si f(c) = 0, entonces x− c es un factor de5. f(x)
Demostracio´n. f(x) = (x−c)q(x)+R. Si f(c) = 0, entonces R = 0, luego f(x) = (x−c)q(x).
Ejemplo 3.1. Mostrar que (x− 1) es factor de f(x) = 2x5 + 4x4 − 36x3 − 8x2 + 98x− 60.
Solucio´n. Como f(1) = 2(1)5 + 4(1)4− 36(1)3− 8(1)2 + 98(1)− 60 = 0, entonces R = 0 y de
acuerdo con el teorema del factor, tenemos que x− 1 es factor de f(x). Esto es:
f(x) = 2x5 + 4x4 − 36x3 − 8x2 + 98x− 60 = (x− 1)(2x4 + 6x3 − 30x2 − 38x+ 60)
Aunque no hay una fo´rmula que ayude a determinar los ceros de los polinomios, el siguiente
teorema establece que cuando menos hay un cero c y debido al teorema del factor f(x) tiene
un factor de la forma x− c.
3.3.5. Teorema Fundamental del A´lgebra.
Si un polinomio, f(x) , es de grado positivo y tiene coeficientes complejos, entonces f(x)
tiene al menos un cero complejo6.
4Teorema tomado de [13]
5Teorema tomado de [13]
6Teorema tomado de [13].
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El teorema fundamental permite en teor´ıa expresar un polinomio f(x) de grado positivo,
como producto de polinomios de grado 1, como se propone en el siguiente teorema.
3.3.6. Teorema de Factorizacio´n Completa para Polinomios
Si f(x) = anx
n + an−1xn−1 + . . . + a2x2 + a1x + a0, entonces existen n nu´meros complejos
c1, c2, . . . cn, tales que
7
f(x) = an(x− c1)(x− c2) . . . (x− cn),
cada nu´mero,ck, es un cero de f(x).
Demostracio´n. Segu´n el teorema fundamental del a´lgebra, f(x) tiene un cero complejo . Por
lo tanto, con base en el teorema del factor, f(x) = (x− c1)f1(x), donde el grado de f1(x) es
n− 1.
Si n − 1 > 0, entonces, con el mismo argumento, f1(x) tiene un cero complejo c2 y por lo
tanto es un factor
f(x) = (x− c1)(x− c2)f2(x),
Continuando con este proceso, despue´s de n etapas, se llega a un polinomio,fn(x), de grado
0. As´ı, fn(x) = an.
Para un nu´mero a distinto de cero, se puede escribir
f(x) = an(x− c1)(x− c2) . . . (x− cn),
Donde cada nu´mero complejo, ck, es un cero de f(x).
3.3.7. Teorema del Nu´mero Ma´ximo de Ceros de un Polinomio
Si f(x) es un polinomio de grado n > 0, tiene a lo ma´s, n ceros complejos diferentes8.
Demostracio´n. (por contradiccio´n). Suponiendo que f(x) tiene n+1 ceros complejos distintos,
c1, c2, . . . cn y c . Por el teorema 3.3.6
f(x) = an(x− c1)(x− c2) . . . (x− cn),
7Teorema tomado de [13]
8Teorema tomado de [13]
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Sustituyendo x por c y sabiendo que f(c) = 0, se obtiene
f(x) = an(c− c1)(c− c2) . . . (c− cn),
Sin embargo cada factor del segundo miembro es distinto de cero, porque c 6= ck ,para toda
k. Como el producto de nu´meros distintos de cero no puede ser igual a cero, se llega a una
contradiccio´n. Por lo tanto f(x) = 0 a lo ma´s tiene n ra´ıces, si el polinomio f(x) es de grado
n.
3.3.8. Ra´ıces Mu´ltiples
Los nu´meros c1, c2, . . . cn y c, por el teorema 3.3.6, no necesariamente han de ser distintos.
Si se repite m veces un factor x − c en la factorizacio´n, entonces c es ra´ız de multiplicidad
m de la ecuacio´n f(x) = 0.
En general, se dice que c es una ra´ız de multiplicidad m de f(x) si (x− c)m es factor de f(x)
y (x− c)m+1 no lo es9.
La derivada del polinomio proporciona un criterio para determinar la multiplicidad de una
ra´ız. S´ı c es ra´ız de f(x) = 0 y c no es ra´ız de f ′(x) = 0 entonces c es ra´ız simple. Adema´s,
si c es ra´ız de f(x) = 0 de multiplicidad m , entonces c es ra´ız def ′(x) = 0 de multiplicidad
m− 1.
Ejemplo 3.2. Sea f(x) = 2x5 +4x4−36x3−8x2 +98x−60 = 0, cuyas ra´ıces son: 1,1,-2,3,-5,
en donde 1 es ra´ız de multiplicidad 2.
Ya que f ′(1) = 10(1)4 + 16(1)3 − 108(1)2 − 16(1) + 98 = 0 y f ′′(1) 6= 0. Ademas, tenemos
que f ′(−2) 6= 0, f ′(3) 6= 0 y f ′(−5) 6= 0, por tanto se tiene que -2,3 y -5 son ra´ıces simples.
3.3.9. Analisis de las Gra´ficas de las Funciones Polino´micas con Ceros
Mu´ltiples
Analizando la graficas de las funciones polino´micas con ceros mu´ltiples, se tiene que si c es
un cero real de multiplicidad m de f(x), o ra´ız de multiplicidad m de la ecuacio´n f(x) = 0,
entonces f(x)tieneelfactor(x− c)m y la gra´fica de f , una abcisa c en el origen. En general la
9Definicio´n tomada de [1]
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forma de la gra´fica en (c, 0) depende de si m es par o impar. Si es impar, entonces (x− c)m
cambia de signo, por tanto, la grafica f(x) cruza el eje x en (c, 0). Si m es par, entonces
(x− c)m no cambia de signo en10 c.
3.3.10. Teorema de los Ceros Complejos.
Los ceros complejos de los polinomios con coeficientes reales, si existen, se presenta en pares
conjugados11.
Ejemplo 3.3. Encontrar los ceros de f(x) = x2 − 4x+ 13 = 0.
Solucio´n. Para encontrar los ceros de f(x) , se resuelve f(x) = 0. Aplicando la fo´rmula
cuadra´tica encontramos que los ceros del polinomio son el par conjugado 2± 3i.
Como consecuencia de 2,3,7 y 2,3,10 se tiene el siguiente resultado.
3.3.11. Corolario: Ceros Reales y Polinomios de Grado Impar.
Un polinomio de grado impar con coeficientes reales siempre tiene al menos un cero real12.
10Definicio´n tomada de [13]
11Teorema tomado de [14]
12Corolario tomado de [13]
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3.3.12. Teorema del Valor Intermedio para Funciones Polinomiales.
Si f(x) es funcio´n Polinomial definida en [a, b], entonces f(x) asume todo valor entre13 f(a)
y f(b).
Este teorema establece que si cualquier nu´mero w que esta´ entre f(a) y f(b), hay por lo
menos un nu´mero c entre a y b, tal que f(c) = w. Si se considera que la gra´fica de f(x) se
extiende en forma continua desde el punto (a, f(a)) hasta el punto (b, f(b)).
Una consecuencia de este teorema del valor intermedio es el siguiente teorema
3.3.13. Teorema de Localizacio´n de Ceros.
Si f(x) es un polinomio con coeficientes reales y si f(a) y f(b) son de signo opuesto, entonces
existe al menos un cero real entre14 a y b .
Ejemplo 3.4. Mostrar que f(x) = x5 + 2x4 − 6x3 + 2x− 3 tiene cero entre 1 y 2.
Solucio´n. Al sustituir 1 y 2 en lugar x , se obtienen los siguientes valores de la funcio´n.
f(1) = (1)5 + 2(1)4 − 6(1)3 + 2(1)− 3 = −4,
f(2) = (2)5 + 2(2)4 − 6(2)3 + 2(2)− 3 = 17
Como f(1) y f(2) tienen signos opuestos, se observa que f(c) = 0 cuando menos para
un nu´mero real c entre 1 y 2, como se puede observar en la siguiente gra´fica de f(x) =
x5 + 2x4 − 6x3 + 2x− 3
13Teorema tomado de [13]
14Teorema tomado de: [3].
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se puede mejorar la aproximacio´n de la ra´ız al ir reduciendo el intervalo, esto es f(1, 5) =
−2, 57 y f(1, 8) = 5, 5; f(1, 6) = −0, 8 y f(1, 7) = 1, 8 y as´ı sucesivamente como se muestra
en la siguiente gra´fica:
3.3.14. Regla de los Signos de Descartes-Harriot.
Sea f(x) un polinomio con coeficientes reales y un te´rmino constante distinto de cero15.
1. El nu´mero de ceros positivos reales de f(x) es igual al nu´mero de variaciones de signo
de f(x) , o bien, es menor que ese nu´mero, en un entero par.
2. El nu´mero de ceros reales negativos de f(x) es igual al nu´mero de variaciones de signo
de f(−x) , o bien, es menor que ese nu´mero, en un entero par.
Ejemplo 3.5. Analizar el nu´mero de soluciones reales posibles, positivas y negativas, y
soluciones complejas no reales de f(x) = 2x5 + 4x4 − 36x3 − 8x2 + 98x− 60 = 0.
Solucio´n. El polinomio f(x) del lado izquierdo de la ecuacio´n tiene tres variaciones de signo,
luego la ecuacio´n puede tener 3 o 1 solucio´n real positiva. Ahora, f(−x) = −2x5 + 4x4 +
36x3 − 8x2 − 98x − 60, tiene dos variaciones de signo. Luego la ecuacio´n puede tener 2 o 0
soluciones reales negativas. Las soluciones que no son nu´mero reales son nu´meros complejos
de la forma a± bi.
Las diferentes posibilidades que puede haber para las soluciones de esta ecuacio´n son:
15Definicio´n tomada de:[13].
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3.3.15. Cotas de Ceros Reales.
Por definicio´n, un nu´mero real b es una cota superior de las ra´ıces si no hay ra´ız alguna
mayor que b. Un nu´mero real, a, es cota inferior de las ra´ıces, si no hay ra´ız menor que
a . As´ı r es cualquier cero real de f(x). Entonces, cualquier ra´ız de f(x) se encuentra en
el intervalo cerrado [a, b]. Las cotas superiores e inferiores no son u´nicas, ya que cualquier
nu´mero mayor que b es l´ımite superior, y cualquier nu´mero menor a a es l´ımite inferior16,
tal como se observa a continuacio´n.
3.3.16. Cotas Superior e Inferior de Ceros Reales.
Dado un polinomio f(x) con coeficientes reales, de grado n ≥ 1, y el coeficiente an positivo.
Div´ıdase f(x) entre x− c usando la divisio´n sinte´tica17.
1. Cota superior. Si c > 0 y todos los nu´meros del resultado del proceso de divisio´n son
positivos o cero, entonces c es cota superior de las ra´ıces reales de f(x).
2. Cota Inferior. Si c < 0 y todos los nu´meros del resultado del proceso de divisio´n son
positivos y negativos alternadamente, tomando en cuenta un 0 en el tercer renglo´n ya
sea como positivo o negativo, entonces c es cota inferior de las ra´ıces reales de f(x).
16Definicio´n tomada de [11]
17Definicio´n tomada de: [3].
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Ejemplo 3.6. Determinar las cotas superiores e inferiores de las soluciones reales de f(x) =
2x5 + 4x4 − 36x3 − 8x2 + 98x− 60 = 0.
Solucio´n. Al realizar la divisio´n sintetica de f(x) = 2x5 + 4x4 − 36x3 − 8x2 + 98x− 60 entre
x+ 6 y x− 4 se obtiene:
-6 es cota inferior de las ra´ıces, ya que los resultados son positivos y negativos alternadamente.
Por otro lado, 4 es cota superior de las ra´ıces, ya que los resultados son todos positivos. Esto
se observa en la gra´fica de f(x) = 2x5 + 4x4 − 36x3 − 8x2 + 98x− 60:
3.3.17. Teorema de las Ra´ıces Racionales.
Sea f(x) = anx
n+an−1xn−1 + · · ·+a1x+a0 = 0 con ai ∈ Z. Se considera un nu´mero racional
c
d
, donde c y d son primos relativos. c
d
es una posible ra´ız de f(x),cuando c es un factor de
a0 y d es un factor de
18 an.
Ejemplo 3.7. Determinar todas las posibles soluciones racionales de
f(x) = 2x5 + 4x4 − 36x3 − 8x2 + 98x− 60 = 0.
18Teorema tomado de: [3].
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Solucio´n. Si c
d
es cero racional, donde c y d no tienen factor comu´n. Entonces c es factor del
coeficiente -60, y d es factor del coeficiente 2. A continuacio´n se presentan las selecciones
posibles.
En el ejemplo 3.7, se obtuvo cota inferior y superior -6 y 4, esto nos reduce las opciones de
las posibles soluciones c
d
a: -6,-5,±4,±3,±2,±1,±1
2
,±3
2
, ±5
2
.
Aplicando el teorema del residuo (3.3.3) obtenemos las raices: -5, -2, 1, 1, 3
3.3.18. Relacio´n entre las Ra´ıces y los Coeficientes de un Polinomio.
Sean c1, c2, · · · , cn. las ra´ıces de la ecuacio´n f(x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0 = 0,
con an 6= 0. Entonces f(x) = an(x− c1)(x− c2) · · · (x− cn). Igualando estas dos expresiones
obtenemos una identidad cierta para todos los valores de x . Por lo tanto, podemos efectuar
la multiplicacio´n e igualar los coeficientes de las mismas potencias de x.
an = an
an
n∑
i=1
ci = an(c1 + c2 + · · ·+ cn) = −a1
an
n∑
i,j
i<j
cicj = an(c1c2 + c1c3 + · · · ) = a2
an
n∑
i,j,k
i<j<k
cicjck = an(c1c2c3 + · · · ) = −a3
...
anc1c2c3 · · · cn = (−1)nan.
o sea,
n∑
i=1
ci =
a1
an
,
∑n
i,j
i<j
cicj =
a2
an
, · · · , Para abreviar, sean s1 la suma de las ra´ıces c1, c2, · · · , cn;
s2 la suma de los productos de las ra´ıces c1, c2, · · · , cn tomando dos a la vez; sn la suma de
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productos de las ra´ıces c1, c2, · · · , cn tomando n a la vez. La suma de las combinaciones de
las n ra´ıces tomadas m a m, es n(m) =
n
m
 = n!
m!(n−m)! . En resumen tenemos que s1 =
an−1
an
;
s2 =
an−2
an
;· · · ; sk = (−1)n an−kan ; · · · ; sn = (−1)n a0an . Estas u´ltimas relaciones se conocen como
fo´rmulas de Vieta.
Ejemplo 3.8. Encontrar las ra´ıces de f(x) = x3 − 3x2 − 13x + 15 = 0, conociendo que el
producto de dos ra´ıces es -15
Solucio´n. Sean c1, c2, c3. las ra´ıces de f(x) y a3 = 1; a2 = −3; a1 = −13; a0 = 15. Por las
fo´rmulas de Vieta, tenemos
c1 + c2 + c3 =
3
1
[1]
c1c2 + c1c3 + c2c3 =
−13
1
[2]
c1c2c3 =
15
1
[3].
Supongamos c1, c2 tales que c1c2 = −15, entonces por [3] tenemos que −15c3 = −15, y por lo
tanto c3 = 1. Aplicando la divisio´n sinte´tica f(x)÷ (x− 1), obtenemos g(x) = x2− 2x− 15,
cuyas ra´ıces son tambie´n de f(x). Se factoriza g(x) = x2 − 2x − 15 = (x − 5)(x + 3). En
resumen, c1 = 5, c2 = −3, c3 = 1, son las ra´ıces de f(x).
3.3.19. Reduccio´n del Grado de Ecuaciones Rec´ıprocas.
Una ecuacio´n polino´mica f(x) = 0 se llama rec´ıproca si es equivalente a la ecuacio´n f( 1
x
) = 0.
Es decir, s´ı c es una solucio´n, entonces 1
c
tambie´n lo es(incluyendo su multiplicidad).
Ciertos tipos especiales de ecuaciones, son reducibles a ecuaciones de grado inferior para
poder extraer sus ra´ıces. Estas ecuaciones son de la forma x2n + axn + b = 0 o x3n + ax2n +
bxn + c = 0, que se pueden reducir a ecuaciones semejantes realizando la sustitucio´ny = xn.
Ejemplo 3.9. Resolver x6 + 9x3 + 8 = 0
Solucio´n. Sustituyendo y = x3, la ecuacio´n original queda y2+9y+8 = (y+8)(8y+1) = 0, de
donde y1 = −8 y y2 = −1. Como y1 = x31 = −8 y y2 = x32 = −1. Por tanto x1 = 3
√−8 = −2
y x2 =
3
√−1 = −1, pero x1 = −1wk y x2 = −2wk, donde wk es una de las ra´ıces cu´bicas
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de la unidad19.Luego las seis ra´ıces del polinomio original son: x1 = −2, x2 = 1 −
√
3i,
x3 = 1 +
√
3i, x4 = −1; x5 = 12 −
√
3i; x6 =
1
2
+
√
3i.
Veamos ahora el caso general de la ecuacio´n rec´ıproca:anx
n + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0,
donde an = a0.
Teorema 6.
La ecuacio´n rec´ıproca de grado 2n es reducible racionalmente a una ecuacio´n grado20 n.
Demostracio´n. Sea z = x+ 1
x
, as´ı que z2 = x2+2+ 1
x2
, z3 = x3+3x+ 3
x
+ 1
x3
, y as´ı sucesivamente.
Entonces z = x+ 1
x
, z2− 2 = x2 + 1
x2
, z3− 3z = x3 + 1
x3
. Mediante esta iteracio´n expresamos
zn − nzn−2 + · · · = xn + 1
xn
, un polinomio en z de grado n. Hagamos ahora n = 2m y
dividamos la ecuacio´n dada por xm, as´ı que podemos ordenarla en la forma
an(x
m +
1
xm
) + an−1(xm−1 +
1
xm−1
) + · · ·+ a1(x+ 1
x
) + a0 = 0.
Sustituyendo cada pare´ntesis por su equivalente como polinomio en z obtenemos un ecuacio´n
en z de grado igual a m.
Corolario 1.
Una ecuacio´n rec´ıproca de grado impar21 2m + 1 puede reducirse racionalmente a una de
grado m.
Ejemplo 3.10. Resolver 6x4 + 5x3 − 38x2 + 5x+ 6 = 0
19
3
√
1 =
1− 12 ± √32 i
Estas ra´ıces se relacionan con todas las ra´ıces cu´bicas de otros nu´meros. Si un nu´mero es ra´ız cu´bica de
un nu´mero real, las ra´ıces cu´bicas pueden ser calculadas multiplicando el nu´mero por las ra´ıces de la ra´ız
cu´bica de uno.
20Teorema tomado de: [14].
21Corolario tomado de: [14].
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Solucio´n. Tenemos que n = 2m donde n = 4 y m = 2, luego la ecuacio´n queda 6x2(2) +
5x2(2)−1 − 38x2(2)−2 + 5x2(2)−3 + 6 = 0. Dividimos toda la ecuacio´n entre x2 por el teorema
2.3.19.1 tenemos la expresio´n 6(x2 + 1
x2
)+5(x+ 1
x
)−38 = 0, esto es 6(z2−2)+5(z)−38 = 0,
quedando el polinomio 6z2 + 5z − 50 = 0. As´ı z1 = 212 y z2 = −313 . Entonces los valores de
x son 2,1
2
,−3,−1
3
.
3.4. Algunos Me´todos de Aproximacio´n a una Ra´ız de
una Ecuacio´n Polino´mica.
3.4.1. El Me´todo Gra´fico de Lill.
Este me´todo pra´ctico e ingenioso para localizar las ra´ıces de una ecuacio´n polino´mica22
anx
n + . . .+ a1x+ a0 = 0, an ∈ Z,
cuyo proceso de construccio´n es:
1. Tracemos segmentos de rectas AB, BC, CD, DE;. . ., cuyas longitudes sean iguales al
valor absoluto de los coeficientes an, an−1, . . . , a0, tomados esos valores con una cierta
unidad de longitud.
2. En cada punto B,C,D,E, . . .,esta´ el ve´rtice de un a´ngulo recto formado por dos seg-
mentos consecutivos, la siguiente a cada uno de ellos trazada hacia la derecha si el
coeficiente que representa es del mismo signo que el anterior y a la izquierda si es de
signo contrario. Por lo tanto existen en la grafica n+ 1 segmentos y n ve´rtices.
3. Tomemos ahora un a´ngulo agudo θ tal que tan θ = x. Entonces uno de tales a´ngulos
corresponde a una cierta x real dada, positiva o negativa, y el signo de θ es el mismo
que el de x.
4. Tracemos una l´ınea AP cortando a BC, prolongando si es necesario, en P y tal que el
a´ngulo BAP sea θ. Si AB esta´ trazado horizontalmente de izquierda a derecha entonces
P estara´ situado debajo de AB cuando x sea negativa y encima cuando x sea positiva.
22Consultado en:[14].
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5. Tracemos una l´ınea punteada APQR . . ., tal que los a´ngulos en P , Q,. . ., sean a´ngulos
rectos cuyos ve´rtices esta´n situados en las l´ıneas BC, CD, DE,. . ., respectivamente.
6. Entonces el valor de f(x) viene dado por la distancia RE. Esta distancia se mide segu´n
el sentido de la distancia DE.
7. La ecuacio´n esta´ resuelta cuando el punto R coincide con E , porque en este caso RE
se anula.
Ejemplo 3.11. Resolver por el me´todo grafico de Lill la ecuacio´n: x3 − 3x2 − 13x+ 15 = 0.
Cuyas ra´ıces son enteras.
Solucio´n. A continuacio´n se muestra la grafica obtenida a partir de las instrucciones para su
construccio´n, que vienen despue´s de esta.
1. Trazamos segmentos de rectas cuya longitud sea igual a los coeficientes del polinomio
dado. En este caso tenemos |l(AB)| = |a3| = |1|; |l(BC)| = |a2| = | − 3|; —l(CD)| =
|a1| = | − 13| y |l(DE)| = |a0| = |15|.
2. Iniciamos trazando el segmento AB de izquierda a derecha, cuya longitud corresponde
al coeficiente principal y este es positivo.
3. Se gira la hoja 90◦ a la izquierda, de tal forma que el segmento AB quede vertical.
4. Se traza el segmento BC de derecha a izquierda porque corresponde a un coeficiente
negativo.
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5. Se gira la hoja 90◦ hacia la izquierda, de tal forma que el segmento BC quede vertical.
6. Se traza el segmento CD de derecha a izquierda porque corresponde a un coeficiente
negativo.
7. Se gira la hoja 90◦ hacia la izquierda, de tal forma que el segmento CD quede vertical.
8. Se traza el segmento DE de izquierda a derecha porque corresponde a un coeficiente
positivo.
9. Se traza el segmento QR. El punto Q se coloca en cualquier lugar del segmento CD y
el punto R coincide con el punto E.
10. En este caso se extiende el segmento BC hacia arriba.
11. Se traza un segmento de recta perpendicular al segmento QE, que parta del punto Q
e intercepte la extensio´n del segmento BC. Se nombra P al punto de intercepcio´n.
12. Se traza un segmento de recta AP obteniendo el triangulo ABP .
13. Se mide el a´ngulo BAP que corresponde para este caso θ = 79, 61◦ aproximadamente.
14. Se calcula tan(79, 61◦) = 5, 45, siendo este valor una aproximacio´n de una ra´ız de la
ecuacio´n dada que es 5.
Aplicando la divisio´n se obtiene el polinomio x2 + 2x − 3 = (x + 3)(x − 1). Luego tenemos
que las ra´ıces de la ecuacio´n x3 − 3x2 − 13x+ 15 = 0 son c1 = 5, c2 = −3, c3 = 1.
3.4.2. El Me´todo Horner para Resolver una Ecuacio´n Algebraica.
Con este me´todo se puede resolver cualquier ecuacio´n algebraica con ra´ıces reales, con el
grado de aproximacio´n que se desee, pero antes, debemos conocer el me´todo para reducir
una ecuacio´n algebraica que lleva el mismo nombre y que es pieza fundamental y parte del
proceso para resolver una ecuacio´n por este me´todo.
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El Me´todo Horner para Reducir una Ecuacio´n Algebraica.
Con el fin de resolver una ecuacio´n algebraica por aproximaciones sucesivas, necesitamos
expresar f(x) = anx
n+an−1xn−1+· · ·+a1x+a0 como un polinomio g(y) = bnyn+bn−1yn−1+
· · · + b1y + b0, donde y = x − α. Los coeficientes ai se conocen al igual que α y por este
me´todo se obtienen los coeficientes bi.
Ejemplo 3.12. Sea 2x3 + x2 + 6x+ 7 y divida´moslo por x− 2.
Tenemos 2x3+x2+6x+7 = (2x2+5x+16)(x−2)+34. De nuevo se divide por x−2, pero ahora
el polinomio 2x2+5x+16, de donde 2x2+5x+16 = (2x+9)(x−2)+34, y finalmente volvemos
a dividir por x− 2 a 2x2 + 5x+ 16, obteniendo 2x+ 9 = 2(x− 2) + 13. Estos resultados los
podemos resumir del modo siguiente 2x3+x2+6x+7 = ((2(x−2)+13)(x−2)+34)(x−2)+39.
Si y = x− 2 y lo reemplazamos en la expresio´n anterior, tenemos ahora 2x3 + x2 + 6x+ 7 =
((2y+13)y+34)y+39 = 2y3+13y2+34y+39. Esta es la forma que buscamos y los coeficiente
son b3 = 2, b2 = 13, b1 = 34, b0 = 39. Las bi son los restos de dividir por y = x− 2, primero
f(x) y luego los cocientes sucesivos.
Ya conociendo como reducir una ecuacio´n algebraica, podemos pasar a mostrar en el siguiente
ejemplo el me´todo de Horner para resolver una ecuacio´n.
Ejemplo 3.13. Encontrar las ra´ıces de la ecuacio´n f(x) = x3 − 4x2 + 6x− 18984 = 0, cuya
grafica se muestra a continuacio´n.
Solucio´n. Se observa en la grafica que f(0) es negativo, as´ı que f(x) cruza al eje x = 0 por
debajo del origen y f(100) es positiva. Como la grafica es continua debe cortar a y = 0 por
lo menos una vez entre x = 0 y x = 100.
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Aproxima´ndonos vemos que f(20) < 0, f(30) > 0, as´ı que una ra´ız esta´ situada entre 20 y
30. Reducimos todas las ra´ıces en 20, esto es 20− 20 < x− 20 < 30− 20 = 0 < x− 20 < 10.
Entonces aplicando el me´todo de reduccio´n de Horner, tenemos que y = x− 20, es decir que
vamos a dividir a f(x) entre x − 20, como se muestra en el siguiente esquema de divisio´n
sinte´tica.
Donde los residuos son los coeficientes de g(y) = y3+56y2+1046y = 12464 que debe tener una
ra´ız real entre 0 y 10. Reducimos las ra´ıces en 8, esto es 0−8 < y−8 < 8−8 = −8 < y−8 < 0.
Entonces, vuelve y se aplica el me´todo de Horner, pero esta vez z = y−8, es decir que vamos
a dividir a g(y) entre y− 8 y repitiendo el proceso anterior obtenemos z3 + 80z2 + 2134z = 0
lo que muestra que z = 0 y como z = y − 8, entonces z + 8 = y, y como y = x − 20, luego
z + 8 = x − 20, llegando as´ı 0 + 8 + 20 = x, la ra´ız del polinomio. Para encontrar las otras
dos solo basta dividir a f(x) entre x − 28 y obtendremos una ecuacio´n cuadra´tica que al
resolverla nos da dos ra´ıces complejas.
A continuacio´n se muestra la grafica de las tres funciones f(x) = x3 − 4x2 + 6x − 18984,
g(y) = y3 + 56y2 + 1046y = 12464 y p(z) = z3 + 80z2 + 2134z = 0.
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3.4.3. El Me´todo de Aproximacio´n de Newton.
Me´todo23 que sirve para aproximar ceros de funciones polino´micas y funciones trascendentes.
Suponemos una aproximacio´n xn a la ra´ız xr de f(x) = 0 como se muestra a continuacio´n.
Trazamos la recta tangente a la curva en el punto (xn, f(xn)); esta cruza al eje x en un
punto xn+1 que sera´ nuestra siguiente aproximacio´n a la ra´ız xr. Para calcular el punto
xn+1, calculamos primero la ecuacio´n de la recta tangente. Sabemos que tiene pendiente
m = f ′(xn) y por lo tanto la ecuacio´n de la recta tangente es y − f(xn) = f ′(xn)(x − xn).
Hacemos y = 0 y tenemos −f(xn) = −f ′(xn)(x− xn), y despejamos x obteniendo:
x = xn − f(xn)
f ′(xn)
Que es la fo´rmula iterativa de Newton-Raphson para calcular la aproximacio´n:
xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)
,
si f ′(xn) 6= 0
Procedimiento
1. Se observa la grafica de f(x) y se estima un valor adecuado para la primera aproxima-
cio´n x1.
23Consultado en: [14].
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2. Sustituyendo la primera aproximacio´n en
xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)
y as´ı sucesivamente hasta que se llegue a xn+1 = xn.
3. Para obtener k cifras decimales, se debe calcular cada uno de los nu´meros xn con una
precisio´n de k cifras decimales.
Ejemplo 3.14. Usar el me´todo de Newton-Raphson para aproximar una ra´ız de 3x3 +8x2−
2x+ 7 = 0, cuya grafica es:
Solucio´n. Tenemos que f(−2, 5) = 15, 125 y f(−3, 5) = −16, 625, as´ı que existe una ra´ız entre
-3,5 y -2,5. Hagamos x1 = 2, 5. Entonces x2 = −2, 5− 15,12514,25 = −3, 561; x3 = −3, 561− −19,955,15 =
−3, 2; x4 = −3, 2 − −2,98438,96 = −3, 1234. La ra´ız real de 3x3 + 8x2 − 2x + 7 = 0 con una
aproximacio´n de cuatro cifras decimales es -3,1234.
4. Unidad Dida´ctica: Ecuaciones
Polino´micas
So´lo en las misteriosas ecuaciones
del amor se puede encontrar la lo´gica.
Pel´ıcula: Una mente brillante.
4.1. Justificacio´n
Problema Dida´ctico: Las estudiantes de grado octavo y noveno del colegio la Merced
por lo general, presentan dificultad en la resolucio´n de ecuaciones lineales y cuadra´ticas.
Esta dificultad esta´ relacionada con aspectos en la sintaxis y la sema´ntica del lenguaje
matema´tico, la traduccio´n del lenguaje natural al algebraico, la comprensio´n del enunciado,
manejo de operaciones ba´sicas algebraicas, interpretacio´n de condiciones, falta de estrategias
de solucio´n, uso meca´nico y sin significado de fo´rmulas y una falta de relacio´n de temas
tratados previamente que se olvidan.
Este trabajo pretende mejorar las habilidades de las estudiantes en la solucio´n de ecuaciones
lineales y cuadra´ticas, usando como estrategia dida´ctica algunos me´todos histo´ricos de solu-
cio´n que integran temas de aritme´tica, geometr´ıa y a´lgebra. Convirtiendose este tema en un
eje transversal del a´rea, que integra los saberes disciplinares.
Las actividades se presentan con un enfoque en resolucio´n de problemas y con e´nfasis en
el seguimiento de instrucciones para fortalecer la compresio´n lectora y as´ı se apoye el plan
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lector del colegio (PILEO: Plan Institucional de Lectura, Escritura y Oralidad.).
Cada actividad propone, que las estudiantes lean los me´todos de solucio´n con ayuda del
profesor, quie´n debe mediar en la asimilacio´n de nuevos saberes, a trave´s de cuestionamientos
que lleve al estudiante a responderse los interrogantes que se presenten.
Los resultados que se buscan al final de la aplicacio´n de esta unidad dida´ctica es una actitud
ma´s favorable hacia las matema´ticas que se refleje en un ambiente agradable en el aula,
con participacio´n constante, en la calidad de los trabajos, en los logros obtenidos en cada
bimestre donde se observe una menor reprobacio´n. Por otra parte, se pretende que esta
propuesta metodolo´gica se considere como una alternativa a ser incluida dentro del plan de
estudios a nivel del tercer ciclo (octavo y noveno) en el a´rea de matema´tica.
4.2. Objetivos
4.2.1. Objetivo General
Desarrollar y fortalecer competencias matema´ticas en el planteamiento, creacio´n y solucio´n
de problemas a trave´s de me´todos histo´ricos de solucio´n de ecuaciones.
4.2.2. Objetivos Espec´ıficos
1. Desarrollar conceptos y procedimientos necesarios para la solucio´n de ecuaciones.
2. Ejercitar la Formulacio´n de hipo´tesis, conjeturas, problemas matema´ticos y la identi-
ficacio´n de patrones expresa´ndolos matema´ticamente.
3. Mejorar la compresio´n lectora y generar el ha´bito de la lectura.
4. Utilizar me´todos histo´ricos de solucio´n de ecuaciones como medio de aprendizaje de
conceptos.
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4.3. Capacidades Matema´ticas a Fortalecer:
1. Experimentar, observar y conjeturar: Colocar a los alumnos en situacio´n de hacer
conjeturas, algunas resultara´n falsas o verdaderasal comprobarlas, esto es un inicio a
las demostraciones y la geometr´ıa es una gran ayuda.
2. Busqueda de ejemplos y contraejemplos: Los ejemplos conducen a conjeturas, los con-
traejemplos confirman conjeturas o enunciados.
3. Traducir de un lenguaje a otro: En este caso las ecuaciones son las ma´s indicadas a la
introduccio´n y compresio´n del lenguaje simbo´lico o gra´fico de las matema´ticas.
4. Deducir y demostrar: Se puede iniciar las demostraciones con la construccio´n de algunos
algoritmos algebraicos.
4.4. Nivel de Asimilacio´n
Son las acciones que el desarrollo de las actividades exige a los estudiantes para el aprendizaje
de los conceptos y algoritmos. manejados
1. Conocimiento o compresio´n. Se da cuando se presentan las siguientes acciones: definir,
relacionar, identificar, describir, ejemplificar.
2. Reproduccio´n. Se da cuando se presentan las siguientes acciones: Ordenar, representar,
ejecutar, traducir, construir (con modelo), resolver.
3. Aplicacio´n. Se da cuando se presentan las siguientes acciones: Aplicar, comprobar,
demostrar, explicar, resolver, resumir, clasificar.
4. Creacio´n. Se da cuando se presentan las siguientes acciones: Modificar, adaptar, for-
mular, construir, resolver.
4.5. Me´todo de Trabajo.
1. Actividades de descubrimiento.
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2. S´ıntesis de las cualidades o caracter´ısticas descubiertas.
3. Informacio´n ordenada y sintetizada de lo que se ha descubierto.
4. Ejercicios y actividades de consolidacio´n del aprendizaje del tipo: ejercicios de refuerzo,
de recapitulacio´n y de ampliacio´n.
4.6. Recursos
4.6.1. Unidad Dida´ctica.
Propuesta metodolo´gica, donde se expone diferentes actividades sobre la solucio´n de ecua-
ciones a trave´s de me´todos histo´ricos, partiendo de las ecuaciones lineales, los sistemas de
ecuaciones lineales, las ecuaciones cuadra´ticas, que sirven de complemento y apoyo dida´ctico
al trabajo en el aula, donde se pueden presentar de manera introductoria de los temas o en
el desarrollo o al final, segu´n lo crea conveniente el docente que lo aplica.
En cada actividad se entregan las instrucciones de diferentes me´todos de solucio´n, los cuales,
exige de los estudiantes su compresio´n para su pra´ctica y comparacio´n entre si. Ya que las
ecuaciones se debe resolver por varios me´todos. Adema´s, se presentan diferentes lecturas
y videos que conectan los temas y problemas planteados entre si y los contextualizan. Por
ejemplo, en el taller N◦2 (pa´gs: 38 a la 44), sobre ecuaciones lineales con una o dos inco´gnitas,
presenta una gran variedad de lecturas que buscan generar curiosidad en los estudiantes, tales
como, adivinar la fecha de nacimiento con ecuaciones diofa´nticas. Tema, que no esta´ en el
plan de estudio de la matema´tica escolar y que sirve de introduccio´n a ecuaciones cuadra´ticas
en el taller N◦4 relacionado con las triplas pita´goricas, con los nu´meros tria´ngulares, con la
bu´squeda de patrones y el tria´ngulo de Pascal.
4.6.2. Calendario Matema´tico.
Es un proyecto que ofrece la compan˜´ıa Colombia Aprendiendo y se aplica en la institu-
cio´n por ma´s de 10 an˜os. Tiene un enfoque de planteamiento y resolucio´n de problemas
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en un contexto que favorece y promueve tanto la capacidad para razonar como la capa-
cidad para comunicarse. Colombia Aprendiendo publica siete niveles de Calendario Ma-
tema´tico que cada institucio´n que pertenezca al proyecto Matema´tica Recreativa puede uti-
lizar segu´n sus necesidades desde preescolar hasta finalizar la escuela media. Fuente: http :
//www.colombiaaprendiendo.edu.co/material − del − proyecto/calendario−matematico/
4.6.3. Videos.
1. Donald en el pa´ıs de las matema´ticas:Video de la serie fabulas de Disney. En donde el
pato Donald explora el mundo de las matema´ticas y abordan temas como: Pita´goras y
la mu´sica, el recta´ngulo de oro, el nu´mero de oro, el penta´gono regular en la naturaleza,
las matema´ticas en los juegos y las co´nicas.
2. Pita´goras, mucho ma´s que un teorema: Video que hace parte de la serie universo ma-
tema´tico, que consta de 10 videos de divulgacio´n matema´tica de la televisio´n espan˜ola,
cuyo objetivo es acercar al televidente al mundo maravilloso de las matema´ticas de
una manera histo´rica.
4.6.4. Textos.
1. El hombre que calculaba de Malba Tahan: Novela que narra las aventuras y los desaf´ıos
matema´ticos que se plantean a su protagonista Beremiz Samir.
2. Matema´tica, ¿esta´s ah´ı? de Adrian Paenza: Es un recorrido por enigmas y problemas
matema´ticos.
3. El diablo de los nu´meros de Hans M. Enzenberger: Es la historia de Robert, un nin˜o
que explora en sus suen˜os algunos conceptos matema´ticos guiado por un diablo de los
nu´meros que le ayuda a comprenderlos.
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4.7. Actividades.
4.7.1. Taller N ◦1:
Lenguaje algebraico (Introduccio´n a las ecuaciones lineales).
Objetivos:
1. Mostrar la utilidad del lenguaje algebraico en la generalizacio´n de una situacio´n y como
argumento de justificacio´n.
2. Pasar de un enunciado verbal a la representacio´n simbolica algebraica.
3. Mostrar la importancia de la comprensio´n lectora en la solucio´n de problemas.
4. Mostrar la utilidad de las matema´ticas.
Justificacio´n:
La idea de trabajar con trucos nume´ricos, aparentemente ma´gicos, genera curiosidad en el
estudiante en conocer ¿el por que´ funciona? Esto ayuda, a profundizar en algunos conceptos
y procedimientos matema´ticos. Por otra parte, sirve para mostrar a los estudiantes que la
matema´tica sirve para la magia, para divertir y que esta´ en lo cotidiano.
Actividad 1: ¿Sabes leer?
Instruccio´n: Iniciar la actividad leyendo cada uno de los acertijos, para luego indagar alea-
toriamente las respuestas dadas y los argumentos que sustentan la validez de la respuestas.
Al finalizar se dara´n las respuestas correctas y su justificacio´n.
Los siguientes acertijos quieren medir que tan bien le fue en tercero de primaria cuando su
profesora intento ensen˜arle a leer.
1. Si un avio´n se acaba de estrellar exactamente en la frontera entre Colombia y Peru´,
¿en que´ pa´ıs se deben enterrar a los sobrevivientes?
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2. Dos conejos esta´n sentados tomando el sol al lado de un estanque. El pequen˜o es el
hijo del grande, pero el grande no es el papa´ del pequen˜o. ¿Por que´?
3. En una calle de Bogota´, un perio´dico descubrio´ un hueco de forma cu´bica. El lado del
cubo mide dos metros. Si un cent´ımetro cu´bico de tierra pesa dos gramos, ¿cua´nto pesa
la tierra que hay en el hueco?
Actividad 2: Adivina el Nu´mero
Instruccio´n: Las siguientes actividades, se realizan primero, sin mostrar su traduccio´n al
lenguaje algebraico. Despue´s de conjeturar el por que´ da siempre el mismo resultado, se
muestra su traduccio´n al lenguaje matema´tico.
Con el siguiente calculo, se conocera´ el nu´mero que pensaste. Solo al final dara´s a conocer
el resultado.
Aplicacio´n: Crear un ejercicio cuyo resultado sea siempre 17
Actividad 3: Adivina el nu´mero y tu edad.
Con el siguiente ca´lculo se conocera´ la edad y el nu´mero que pensaste, solo al final de las
cuentas das a conocer el resultado obtenido y con ello sabremos todo.
1. Piensa un nu´mero mayor que uno y menor que diez.
2. Multipl´ıcalo por dos.
3. Su´male cinco.
4. Multiplica el resultado por cincuenta.
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5. Si ya cumpliste an˜os su´male 1761. Si no has cumplido an˜os au´n, entonces su´male 1760.
6. Re´stale el an˜o de tu nacimiento.
Te dara´ un nu´mero de tres d´ıgitos, el primero es el numero que pensaste y los dos u´ltimo es
tu edad.
Preguntas:
1. ¿Por que´ funciona?
2. ¿Que´ pasa si se puede escoger cualquier nu´mero, ¿Sigue funcionando?
3. ¿Por que´ se suma 1761 para los que ya cumplieron an˜os y 1760 para los que no han
cumplido an˜os
4. ¿Por que´ la expresio´n 100x+ 38 es de tres d´ıgitos?
5. Genera unas instrucciones similares al ejercicio para que construya un ejercicio para el
an˜o entrante.
Ejercicio:
1. Traduce la actividad al lenguaje algebraico como esta en la actividad 2.
2. Genera unas instrucciones similares al ejercicio para que construya un ejercicio para el
an˜o entrante.
Lectura: Lee sobre el problema1 3x + 1 tomado de: ”Matema´ticas ¿esta´s ah´ı?”Y responde
las preguntas. (Recuerda la importancia de generar el ha´bito de la lectura, para comprender
mejor los enunciados.)
Preguntas:
1. Construye tres sucesiones diferentes que cumplan las reglas propuestas en el texto.
2. ¿Por que´ se titula el problema 3x+ 1 ?
1Ver anexo I
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3. ¿Para que´ tipo de nu´meros se aplica 3x+ 1?
4. ¿La expresio´n es una ecuacio´n?
5. ¿genera un problema cuya solucio´n implique la expresio´n 3x+ 1?
4.7.2. Taller N ◦2:
Historias Matema´ticas (Ecuaciones lieneales con una y dos inco´gnitas)
Objetivos.
1. Mostrar la importancia de me´todos histo´ricos en la solucio´n de ecuaciones para el
desarrollo de la matema´tica y la comprensio´n de los conceptos.
2. Hacer uso del lenguaje algebraico como medio para le generalizacio´n y generacio´n de
fo´rmulas.
3. Comprender y familiarizar al estudiante con el lenguaje algebraico.
4. Hallar la solucio´n a ecuaciones diofa´nticas.
5. Resolver ecuaciones lineales por le me´todo del regula falsi y doble regula falsi y com-
pararlo con el me´todo actual.
6. Realizar suma, resta, multiplicacio´n y divisio´n al estilo egipcio y compararlo con nuestro
algoritmo,
Justificacio´n:
Las lectura contextualizan los conceptos y ayudan a darle significado. Adema´s, se pra´ctica
y fortalece la compresio´n lectora. Por otra parte, se maneja elementos histo´ricos de la ma-
tema´ticas como herramienta dida´ctica y se establece un enfa´sis en la solucio´n de problemas.
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Actividad 1: La inteligencia algebraica.
Instruccio´n: Realice la lecturas propuestas. Luego indique a los estudiantes que subrayen
las ideas que ma´s le llamaron la atencio´n. Realice una ronda de preguntas que esta´n al final
de cada lectura. Por u´ltimo, resolver cada actividad paso a paso.
Preguntas:
1. ¿Que´ tipos de problemas de a´lgebra resolvieron los griegos?
2. ¿Que´ aportes hizo Diofa´nte al desarrollo del a´lgebra?
3. ¿Que´ te´rminos se utilizaron para dar origen a la palabra a´lgebra?
Ejercicio: Traduce al lenguaje algebraico el epitafio de la tumba de Diofa´nte y resue´lvelo.
Transeu´nte, esta es la tumba de Diofa´nte: es e´l quien con esta sorprendente
distribucio´n te dice el nu´mero de an˜os que vivio´. Su nin˜ez ocupo´ la sexta parte
de su vida; despue´s, durante la doceava parte su mejilla se cubrio´ con el primer
bozo. Paso´ au´n una se´ptima parte de su vida antes de tomar esposa y, cinco
an˜os despue´s, tuvo un precioso nin˜o que, una vez alcanzada la mitad de la edad
de su padre, perecio´ de una muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle,
llora´ndole, durante cuatro an˜os. De todo esto se deduce su edad. (Fuente: http :
//redescolar.ilce.edu.mx/educontinua/mate/anecdotas/mate4h.htm)
Preguntas: ¿ La ecuacio´n que modela el problema planteado en el epitafio de Diofa´nte, es
una ecuacio´n diofa´ntica?
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Actividad 2: Solucio´n de ecuaciones Diofa´nticas de la forma ax+ by = c:
Lee con atencio´n los siguientes teoremas, que nos dan las herramientas para solucionar este
tipo de ecuaciones y que debes aplicar para resolver los problemas propuestos.
Problemas:
1. Construye tres ejemplos de ecuaciones ax + by = c que no cumplan con la condicio´n
para tener solucio´n entera y luego modifica tus ejemplos de tal forma que si cumpla la
condicio´n de tener solucio´n entera y resuelvelos.
2. Ahora escribe un enunciado para cada ejemplo de ecuacio´n diofa´ntica propuesto por
ti, de tal forma que al leerlo se plantee la ecuacio´n.
3. Los siguientes problemas se solucionan a trave´s de ecuaciones Diofa´nticas de la forma:ax+
by = c.
4. Con base en los problemas, ¿por que´ las respuestas de este tipo de ecuacio´n deben dar
en valores enteros?
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Actividad Extra:
Adivinar el d´ıa de nacimiento2.
Lectura: (Lectura dirigida). Lee el texto 3: El problema del granjero tomada del libro
“A´lgebra en todas partes”y explica el me´todo de solucio´n usado por escrito y luego socialisalo
de forma oral.
Pregunta:¿Que´ relacio´n tiene este tipo de problemas con las ecuaciones diofa´nticas?
Actividad 3: La Multiplicacio´n, divisio´n y el me´todo de solucio´n de ecuaciones en el
Antiguo Egipto.
Lee con mucha atencio´n el texto4 sobre la mu´ltiplicacio´n, divisio´n y regula falsi en el antiguo
egipto, de tal forma que al finalizarlo apliques los me´todos all´ı propuestos en los ejercicios
planteados.
Atencio´n: Es clave que observes como el sistema numeracio´n determina las formas para
resolver una ecuacio´n.
2Tomado de: [10]
3Ver anexo J.
4Ver anexo K.
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Preguntas: ¿Cua´les son las fracciones que los antiguos egipcios ten´ıan problemas de expre-
sar? ¿Por que´?
Consulta: Sobre el sistema de numeracio´n egipcia.
Ejercicios: Realizar las operaciones y las ecuaciones tal cual y como lo hac´ıan antiguamente
los egipcios, con base en la lectura anterior y luego resuelve las ecuaciones con el me´todo
actual y compara los resultados y concluye de forma escrita.
Actividad 4: Me´todo de la Doble Falsa Posicio´n.
Lee con mucha atencio´n el me´todo de la doble falsa posicio´n, propuesto por los a´rabes para
resolver ecuaciones lineales con una sola incognita y resuelve los ejercicios propuestos por
los tres me´todos: el regula falsi egipcio, la doble falsa posicio´n de los arabes y el usado
actualmente. Compara los procesos y los resultados.
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Para practicar en casa. Resuelve las siguientes ecuaciones por los me´todos regula falsi y
la doble regula falsi cuyas instrucciones
1. x+ 1
6
x = 5
2. x+ 1
9
x = 12
3. x+ 1
5
x = 21
4. Escribir dos enunciados diferentes, puede ser de problemas geome´tricos, de nu´meros,
de edades, etc. para cada ecuacio´n, de tal forma que a partir de su lectura se plantee
la ecuacio´n dada.
4.7.3. Taller N ◦3:
Sistema de ecuaciones lineales
Objetivos:
1. Introduccio´n a sistemas de ecuaciones lineales y a la aplicacio´n del me´todo de solucio´n
desarrollado por la antigua cultura china.
2. Mostrar la importancia de entender y seguir las instrucciones.
3. Solucio´n de ecuaciones lineales por varios me´todos.
4. Mostrar la importancia de la representacio´n de ecuaciones a traves del modelo gra´fico
de las balanzas para su compresio´n.
Actividad 1: Balanzas
Instruccio´n: Las actividades de la balanza se entregan para ser desarrolladas libremente a
ensayo y error. Ya que hasta este momento las estudiantes no conocen me´todos de solucio´n.
Luego de comparar los me´todos aplicados por ellas, se inicia el trabajo con el me´todo desa-
rrollado por la cultura china antiguamente y por u´ltimo entrar a los me´todos de solucio´n
propuestos en los textos escolares.
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Encuentra los valores de cada figura5 para que las balanzas se mantengan en equilibrio.
Despue´s explica de forma escrita a trave´s de pasos el proceso de solucio´n, luego le´elo al curso
y al mismo tiempo una compan˜era seguira´ la instrucciones en el tablero para verificar el
procedimiento.
Actividad 2: Un cuento chino.
La civilizacio´n china maneja un me´todo sistema´tico y general para la solucio´n de sistemas de
ecuaciones lineales con tres inco´gnitas. Veamos como lo hac´ıan con un ejemplo en la lectura
que se anexa6.
Ejercicio: Resolver los tres ejercicios de las balanzas por el me´todo desarrollado en la antigua
civilizacio´n china y contrastar los resultados ya obtenidos. Luego, Consulta los me´todos de
solucio´n actuales e indicar a cual se aproxima el me´todo desarrollado por los chinos.
Problemas Hay problemas que se relacionan con dos ae´reas del conocimiento important´ısi-
mas, como son la f´ısica y la qu´ımica, indaga ¿por que´?
1. La soya contiene un 16 % de prote´ınas y el ma´ız un 9 % . ¿Cua´ntos kilogramos de cada
uno de estos ingredientes se deber´ıa mezclar para obtener un mezcla de 350 kilogramos
con un 12 % de prote´ınas?
2. Un tren sale de una estacio´n y viaja hacia el norte a 75km/h. Dos horas ma´s tarde un
segundo tren deja la estacio´n sobre una v´ıa paralela y viaja hacia el norte a 125 km/h.
¿A que´ distancia de la estacio´n dara´ alcance el segundo tren al primero?
3. Una organizacio´n agrupa a sus asociados en tres categor´ıas y los distingue por el color
de su carne´; blancos, azules y amarillos.
5Fuente: Ima´genes de los ejercicios: 23/24 de octubre de 2004; 15/16 de julio de 2006 y 10 de julio del
calendario matema´tico.
6Ver anexo L.
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El total de asociados es 285. El nu´mero combinado de amarillos y azules es mayor en
15 unidades que el doble del nu´mero de blancos. El nu´mero combinado de blancos y
azules es mayor en 45 unidades que el triple del nu´mero de amarillos. Determinar el
nu´mero de miembros que pertenecen a cada categor´ıa.
4.7.4. Taller N ◦4:
Nu´meros y sus formas. (Ma´s ecuaciones diofa´nticas y una introduccio´n a las
ecuaciones cuadra´ticas
Objetivos:
1. Mostrar la importancia de me´todos histo´ricos en la solucio´n de ecuaciones para el
desarrollo de la matema´tica y la comprensio´n de los conceptos.
2. Hacer uso del lenguaje algebraico como medio para le generalizacio´n y generacio´n de
fo´rmulas.
3. Comprender y familiarizar al estudiante con el lenguaje matema´tico
4. Relacionar las formas geome´tricas como medio de representacio´n y solucio´n de ecua-
ciones.
5. Solucionar ecuaciones diofanticas cuadra´ticas.
6. Relacionar temas como nu´meros triangulares, teorema de pitagoras y ecuaciones diofa´nti-
cas cuadraticas.
Instruccio´n: Cada lectura debe hacerse de forma dirigida, esto es, se elige un alumno por
pa´rrafo y se pregunta ¿Que´ entendieron? ¿Que´ trata? ¿Que´ informacio´n da? Etc. Luego se
procede a desarrollar cada una de las preguntas y ejercicios que se presentan.
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Actividad 1: El Pr´ıncipe de las Matema´ticas.
Preguntas: ¿Existe alguna expresio´n general o fo´rmula que me ayude a encontrar la suma
de los primeros nu´meros naturales?
Actividad 2: Nu´meros triangulares.
Ejercicios:
1. Encuentra la mitad del a´rea del recta´ngulo cuya dimensiones son n y n+ 1, y que´ re-
lacio´n tiene con los nu´meros triangulares?
2. Construir los 10 primeros nu´meros triangulares y generar una fo´rmula para encontrar-
los.
3. Mostrar de forma grafica la suma de nu´meros impares consecutivos es igual a un nu´mero
cuadrado.
4. Solucionar los siguientes ejercicios de calendario matema´tico7 proponiendo una fo´rmula
para cada uno.
7Fuente: Ima´genes de los ejercicios: 30/31 de agosto de 2007; 29/30 de julio de 2007 y 23 de julio de 1999.
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Lectura-Tarea: Leer los cap´ıtulos 5 y 7 del libro el diablo de los nu´meros que puedes
descargar de la pa´gina del colegio:http : //www.colegiolamerced.edu.co/, que trata sobre
nu´meros triangulares y el triangulo de pascal respectivamente, y responde las preguntas de
las pa´ginas 100 y 143.
Actividad 3: Ecuaciones Diofa´nticas versus Ternas Pitago´ricas.
Video: Realice la presentacio´n del video. ”Pita´goras, mucho ma´s que un teorema”. Luego
indague a los estudiantes las ideas que ma´s le llamaron la atencio´n, haciendo e´nfasis a la
demostracio´n gra´fica del teorema, realizada por los chinos y las ternas pitago´ricas encontradas
por los babilonios. Realice una ronda de preguntas, sobre que´ ma´s le llamo la atencio´n a las
estudiantes.
Ahora veremos dos me´todos de solucio´n de las ecuaciones diofa´nticas del tipo x2 + y2 = z2,
relacionadas con los nu´meros impares, los nu´meros triangulares y las ternas pitago´ricas.
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Ejercicios: Aplicar el me´todo de solucio´n por Nu´meros Triangulares de las Ecuaciones
Diofa´nticas del Tipo x2 + y2 = z2 relacionadas con las ternas pitago´ricas.
1. Joaqu´ın me dice: elige cualquier nu´mero impar a; ele´valo al cuadrado; escribe este
u´ltimo cuadrado como la suma de dos nu´meros naturales b y c , (siendo b < c ) lo ma´s
pro´ximos posible entre ellos; ¡¡fanta´stico!!, acabas de encontrar una terna pitago´rica:
a2+b2 = c2. Comprueba que es cierto el me´todo de Joaqu´ın con dos ejemplos. ¿Sabr´ıas
detectar de que´ tipo es la terna encontrada8 ?
2. Encuentra una terna pitago´rica en la que el nu´mero menor sea 2006.
3. Encuentra una terna pitago´rica en la que el nu´mero mayor sea 2005.
4. Encuentra dos enteros m y n tales que m2 + n2 = 625.
5. Demuestra a partir de la siguiente gra´fica el teorema de Pita´goras.
8Fuente: http : //www.uam.es/personalpdi/ciencias/ehernan/09 − Chile −
Estalmat/Ternaspitagoricas.pdf
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Actividad 4: Toco leer.
Realiza la lectura anexa sobre los nu´meros de Pita´goras, extra´ıdo del texto Algebra recreativa
9. El cual nos muestra otra forma de obtener las ternas pitago´ricas y compa´ralo con las ya
trabajadas. Tambie´n, verifica las propiedades que menciona y construye tres ternas diferentes
a las dadas en la lectura.
4.7.5. Taller N ◦5:
Me´todos geome´tricos de solucio´n de ecuaciones cuadra´ticas.
Objetivos:
1. Mostrar la importancia de me´todos histo´ricos en la solucio´n de ecuaciones para el
desarrollo de la matema´tica y la comprensio´n de los conceptos.
2. Hacer uso del lenguaje algebraico como medio para le generalizacio´n y generacio´n de
fo´rmulas.
3. Comprender y familiarizar al estudiante con el lenguaje matema´tico
4. Relacionar las formas geome´tricas como medio de representacio´n y solucio´n de ecua-
ciones.
5. Solucionar ecuaciones cuadra´ticas.
9La lectura se encuentra en el anexo M
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Instruccio´n: Cada lectura debe hacerse de forma dirigida, esto es, se elige un alumno por
pa´rrafo y se pregunta ¿Que´ entendieron? ¿Que´ trata? ¿Que´ informacio´n da? Etc. Luego se
procede a desarrollar cada una de las preguntas y ejercicios que se presentan.
Actividad 1: Ubicacio´n de los nu´meros irracionales en la recta nume´rica.
Video: Realice la presentacio´n del video. ”Donald en el pa´ıs de las matema´gicas”. Luego
indague a los estudiantes las ideas que ma´s le llamaron la atencio´n, haciendo e´nfasis en
Pita´goras, los pitago´ricos y la mu´sica; el nu´mero de oro; el recta´ngulo a´ureo en la naturaleza;
las matema´ticas en los juegos y la idea del infinito en la mente.
Teorema de Pita´goras: Veamos una forma para obtener la longitud de nu´meros irracio-
nales para ubicarlos en la recta nume´rica10.
EL Me´todo geome´trico de Euclides para hallar la ra´ız cuadrada de un nu´mero.
Veamos ahora, otra forma para obtener y ubicar en la recta nu´meros irracionales.
10Tomado de [4]
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Ejercicio: Un cuadrado cuya a´rea es 11cm2 . Hallar el valor de sus lados por el me´todo de
Euclides y el me´todo del teorema de Pita´goras y compara los resultados, por u´ltimo dibuja
el cuadrado.
Actividad 2: Ecuaciones cuadra´ticas y las ra´ıces cuadradas.
A continuacio´n resolveremos algunas ecuaciones cuadra´ticas incompletas con un me´todo an-
tiguo para calcular ra´ıces cuadradas. Para ello necesitas de nuevo tener claro las instrucciones
que se dan a continuacio´n.
Ejercicios: Por el me´todo de Hero´n encontrar con 5 decimales de aproximacio´n, la solucio´n
a las siguientes ecuaciones. A) x2 − 3; B) x2 − 5; C) x2 − 6.
Lectura: Realiza la lectura ”Haga usted mismo su
√
2”,y comparalo con el me´todo de Hero´n
y averigua por que´ lo llaman me´todo de Newton. Adema´s, encontrara´s dos lecturas ma´s para
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que las expongas sin fo´rmulas. Estas lecturas son: ”El a´rbol de pita´goras” y ”construyendo
tria´ngulos rectangulos con lados enteros”, tomado del texto ”a´lgebra en todas partes”. Las
lecturas se anexan11
Actividad 3: Ecuaciones cuadra´ticas y la geometr´ıa.
A continuacio´n se presenta una serie de me´todos antiguos de solucio´n de ecuaciones cuadra´ti-
cas, cuyas lecturas se anexan12 y que debes entender y aplicar en los siguientes ejercicios. Es
importante verificar regularidades, semejanza, cua´ndo se puede o no aplicar, etc.
1. Me´todo geome´trico griego para la solucio´n de ecuaciones de la forma x2 −
bx+ c = 0.
2. Me´todo griego de aplicacio´n de a´reas para la solucio´n de ecuaciones de la
forma x2 − bx+ c = 0.
3. Me´todo Geome´trico A´rabe para Ecuaciones de la Forma x2 − bx+ c = 0.
Ejercicios:
1. Solucionar las ecuaciones por los me´todos geome´tricos previamente expuestos. Com-
para los resultados.
a) Si el a´rea de un recta´ngulo es 2 cm. y el semiperimetro es 3 cm., encontrar sus
lados.
b) Si el a´rea de un recta´ngulo es 10 cm. y el semiperimetro es 7 cm., encontrar sus
lados.
c) Si el a´rea de un recta´ngulo es 10 cm. y el semiperimetro es 8 cm., encontrar sus
lados.
2. Problema13: Las personas que asistieron a una reunio´n se estrecharon la mano. Uno
de ellos advirtio´ que los apretones de mano fueron 66. ¿Cua´ntas personas concurrieron
11Ver anexo N
12Ver anexos: N˜;O y P
13Los problemas que corresponde a los numerales 6,7 y 8 fueron tomados de: [10]
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a la reunio´n? Parte de la solucio´n: La cuestio´n se resuelve con facilidad si recurrimos
al a´lgebra. Cada una de las x personas dio la mano a las otras. Por tanto, el total de
apretones de manos debe ser. . . Bueno continu´a, encuentra la solucio´n y mira si este
tipo de ecuacio´n se puede solucionar por algu´n me´todo geome´trico.
3. Problema . Un grupo de abejas, cuyo nu´mero era igual a la ra´ız cuadrada de la mitad
de todo su enjambre, se poso´ sobre un jazmı´n, habiendo dejado muy atra´s a 8/9 del
enjambre; so´lo una abeja del mismo enjambre revoloteaba en torno a un loto, atra´ıda
por el zumbido de una de sus amigas que cayo´ imprudentemente en la trampa de la
florecilla, de dulce fragancia. ¿Cua´ntas abejas formaban el enjambre?
4. Problema . La manada de monos : Otro de los problemas indios puede ser presen-
tado en verso tal y como fue traducido por Le´bedev, autor del excelente libro ¿Quie´n
invento´ el a´lgebra?
5. Para cada diagrama de caja escribe el polinomio que representa su factorizacio´n.
6. Las a´reas de seis salas de un edificio esta´n dadas por los siguientes trinomios. Indi-
ca segu´n la factorizacio´n del trinomio, si las salas son cuadradas o rectangulares y
determina sus dimensiones (ayuda: toca por el diagrama de cajas).
x2 + 8x+ 15 3x2 + 8x+ 16
2x2 + 10x+ 16 x2 + 9x+ 14
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7. Escribe tres polinomios distintos con las caracter´ısticas dadas. Si no es posible, escribe
no existe.
8. El me´todo gra´fico de Lill.
Este me´todo14 pra´ctico e ingenioso, sirve para localizar las ra´ıces reales de una ecuacio´n
de grado n.
Con base en la lectura de las instrucciones de este me´todo, resuelve las ecuaciones del
ı´tem 1 y 6.
14Ver anexo Q
5. Conclusiones
El uso de los me´todos histo´ricos de la solucio´n de ecuaciones lineales y cuadra´ticas, son
un recurso dida´ctico que integra saberes disciplinares y pueden mejorar la compresio´n de
algoritmos y fortalecer habilidades ba´sicas matema´ticas. Ya que, la solucio´n de ecuaciones
lineales y cuadra´ticas es uno de los temas fundamentales de la matema´tica escolar y una
de las competencias que debe desarrollar un estudiante para enfrentarse a un gran nu´mero
de situaciones problemas que se plantean en el estudio de la matema´tica. Aplicar estas
alternativas dida´cticas para su aprendizaje, contribuye sin duda alguna a que el estudiante
pueda mejorar en la compresion y actitud hacia la asignatura.
Por otra parte, aprend´ı, que para enriquecer mi trabajo en el aula y volver ma´s atractiva las
matema´ticas, debo continuar profundizando en los aspectos teor´ıcos que fundamentan cada
tema y recurrir a una de las fuentes ma´s rica de recursos dida´cticos como lo es su historia.
Este duo, me ayudo´ a descrubrir conexiones, relaciones y nuevos temas para implementar en
mis cursos.
Gracias a este proceso de aprendizajes descubri de nuevo mis matema´ticas que quiero que
descubran mis estudiantes y sin duda alguna queda trabajos por construir con algunas ideas
que resultaron de este proceso.
A. Anexo: Sistema Nume´rico y
Operaciones en la Cultura Egipcia
El sistema nume´rico egipcio era bastante limitado y muy similar al de los romanos. Es un
sistema decimal con un s´ımbolo especial para la unidad y para cada potencia de 10 como se
puede observar en la siguiente imagen1:
A.1. Adicio´n y sustraccio´n.
La adicio´n y la sustraccio´n se reduce al intercambio de un s´ımbolo de valor mayor por 10 de
valor inmediatamente anterior.
Ejemplo A.1. La resta 132− 44, en notacio´n egipcia es:
Para poder ejecutar la operacio´n, el 132 se transforma de la siguiente manera:
1Imagenes tomadas de http : //www.miportal.edu.sv/Home/EstudiantesyDocentes/losnumeros140306.htm
A.2 Multiplicacio´n. 71
Se cambia el s´ımbo-
lo que representa al
nu´mero cien,
por diez s´ımbolos que
representan al nu´mero
diez
y un s´ımbolo que re-
presenta al nu´mero
diez
se cambia por diez
s´ımbolos que represen-
tan al nu´mero uno.
luego se tiene
Lo que corresponde a 88.
A.2. Multiplicacio´n.
La multiplicacio´n egipcia se efectu´a por medio de duplicaciones sucesivas de uno de los
factores y el segundo factor se expresa como suma de potencias de 2.
Ejemplo A.2. Efectuar por el me´todo egipcio 19× 71.
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Solucio´n.Para realizar el producto, se lleva a cabo sucesivas duplicaciones de 71 hasta la
u´ltima potencia de 2 menor que 19. Luego se escogen las potencias de 2 cuya suma sea 19,
esto es
20 × 71 = 71
21 × 71 = 142
22 × 71 = 284
23 × 71 = 568
24 × 71 = 1136
24 + 21 + 20 = 19
(24 + 21 + 20)71 = 1349
A.3. Divisio´n.
La divisio´n egipcia es similar a la multiplicacio´n: Se efectu´an sucesivas duplicaciones del
divisor de tal manera que no exceda el dividendo.
Ejemplo A.3. Efectuar por el me´todo egipcio 35÷ 8.
Solucio´n. se hacen sucesivas divisiones entre potencias de 2. Se suman aquellos mu´ltiplos y
submu´ltiplos cuyo resultado es 35. La suma de las respectivas potencias de 2 corresponde al
cociente.
23 × 8 = 64
22 × 8 = 32
21 × 8 = 16
20 × 8 = 8
1
2
× 8 = 4
1
22
× 8 = 2
1
23
× 8 = 1
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Lo valores seleccionados son:
22 × 8 + 1
22
× 8 + 1
23
× 8 = 35
el resultado es:
(4 + 1
4
+ 1
8
)8
8
= 4 +
1
4
+
1
8
B. Anexo: Explicacio´n del Me´todo de
Hero´n para Ecuaciones de la forma
x2 = n donde n ∈ N.
Consiste en mejorar la aproximacio´n a la
√
n, de la siguiente manera: Sea xk una aproxima-
cio´n entera de
√
n, para ello tenemos en cuenta que:
xk <
√
n < xk + 1,
se elige p ∈ Q, tal que xk < p < xk + 1 y pxk = n
Hero´n demostro´ que la media aritme´tica xk+p
2
es una mejor aproximacio´n a la
√
n. Se repite
varias veces y as´ı se obtiene cada vez una media aritme´tica ma´s pro´xima a la
√
n.
xk+1 =
xk + p
2
=
xk +
n
xn
2
=
1
2
(xk +
n
xk
)
Veamos que la aproximacio´n es ”buena”, podemos suponer que empezamos con cualquier
aproximacio´n tal que x > 1. Si |x2 − n| < ε, se tendra´
|y2 − n| = (x
2 − n)2
4x2
<
(x2 − n)2
4
<
ε2
4
,
decimos que la convergencia es cuadra´tica.
Este me´todo converge ra´pidamente, ya que, se obtienen varios decimales exactos en relati-
vamente pocas iteraciones. La razo´n esta´ en que en muchas iteraciones se dobla el nu´mero
de decimales exactos obtenidos. Podemos justificar, tambie´n el me´todo de Hero´n haciendo
uso del me´todo de aproximacio´n de Newton: x2 ⇔ x2 − n = 0. Si y = f(x) = x2 − n, una
primera aproximacio´n x0, tal que
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x1 = x0 − f(x)
f ′(x9
x1 =
1
2
(x0 +
n
x0
)
C. Anexo: Explicacio´n del Me´todo
Geome´trico de Euclides para
Ecuaciones de la Forma x2 = n, n ∈ N.
El a´ngulo inscrito ^AEC = 90◦, ya que la medida de todo a´ngulo inscrito es igual a la
mitad del arco que subtiende. Por tanto, e´l triangulo M AEC es recta´ngulo, al igual que el
tria´ngulo M ECB, por ser el segmento EB perpendicular al segmento AC. Luego el a´ngulo
^EBC = 90◦. Por otra parte los tria´ngulos M AEC y M ECB tienen en comu´n el a´ngulo ^C.
Se puede afirmar por el criterio de semejanza de tria´ngulos recta´ngulos, que dos tria´ngulos
son semejantes, si tienen un a´ngulo agudo igual. Entonces, los tria´ngulos M ECB y M ABE
son semejantes, ya que (la longitud de un segmento ab se nota lab = n):
l(AB)
l(BE)
=
l(BE)
l(BC)
n
l(BE)
=
l(BE)
1
n = (lBE)2
√
n = lBE.
D. Anexo: Me´todo Griego de Aplicacio´n
de A´reas para la Solucio´n de
Ecuaciones de la Forma ax± x2 = b2,
a y b ∈ N.
La representacio´n geome´trica viene dada por la construccio´n sobre un segmento de recta a,
un rectangulo de altura x, tal que el a´rea del recta´ngulo exceda al cuadrado de lado x. El
primer caso ax−x2 = b2, con los segementos a > 2b, como se observa en la siguiente figura1.
El segundo caso ax+ x2 = b2, donde a < 2b, como se muestra en la siguiente imagen2
De esta forma los griegos lograron solucionar las ecuaciones cudra´ticas por el me´todo de
aplicacio´n de a´reas, todo fundamentado en la proposicio´n cinco para el primer caso y la
proposicio´n seis para el segundo caso.
1Figura tomada de: [12].
2Imagen tomada de: [12].
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Veamos como lo hac´ıan:
En notacio´n actual, la ecuacio´n ax − x2 − b2, se resolv´ıa de la siguiente manera3: ”Sobre
la l´ınea recta AB, determinamos un segmento AB=a y construimos un recta´ngulo ABMK
de a´rea ax. Fijando en e´ste el cuadrado DBMH de lado x. O´btenemos un nuevo recta´ngulo
ADHK de a´rea ax− x2, que es igual al a´rea del cuadrado de lado b, como se muestra en la
siguiente figura4.
Completando ahora la figura con el cuadrado CBFE, de lado a
2
. Se deduce de la proposicio´n
cinco que el cuadrado CBFE de a´rea a
2
)2 excede el a´rea ax− x2 = b2 del recta´ngulo ADHK,
en el cuadrado LHGE de lado a
2
− x; es decir,
(
a
2
− x)2 = (a
2
)2 − b2
que permite solucionar la ecuacio´n ax− x2 = b2, con
x =
a
2
−
√
(
a
2
)2 − b2
La solucio´n de la ecuacio´n ax + x2 = b2 en la notacio´n actual se resolv´ıa de la siguiente
manera: sobre el segmento AB=a, se construye el recta´ngulo ABHK de a´rea ax. Por otra
parte, se construye se construye el recta´ngulo ADMK de a´rea ax + x2, que exceda al a´rea
del recta´ngulo ABHK en un cuadrado de a´rea xa, y que es igual al a´rea de un cuadrado de
lado b, es decir, ax+ x2 = b2. Como se observa en la siguiente figura5.
3Consultado en: [12].
4Figura tomada de: [12].
5Figura tomada de: [12].
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Completando la figura con el cuadrado LHGE de lado a
2
y el recta´ngulo HMFG, de lados x
y a
2
, tenemos que el a´rea del cuadrado CDFE es igual a
(
a
2
)2 + x2 + ax
donde la distancia CD = a
2
+ x =
√
(a
2
)2 + b2, es decir,
x+
a
2
=
√
(
a
2
)2 + b2
que permite solucionar la ecuacio´n ax+ x2 = b2.
E. Anexo: Me´todos de Solucio´n de las
Ecuaciones Diofa´nticas de la forma:
ax + by = c
E.1. Me´todo de Solucio´n 1
El siguiente teorema da las condiciones de existencia de solucio´n y nos muestra la forma de
calcular una solucio´n particular.
Teorema11. Sean a, b, c ∈ Z . La ecuacio´n ax + by = c tiene solucio´n entera si, y so´lo si
mcd(a, b) divide a c . Adema´s, si d = mcd(a, b) , entonces una solucio´n particular de la
ecuacio´n es:x0 =
c
d
α y y0 =
c
d
β. Siendo d = aα + bβ , con α y β ∈ Z.
Demostracio´n.
⇒
Si la ecuacio´n ax + by = c [1] tiene solucio´n entera, entonces existen x0, y0 ∈ Z, tales que
ax0 + by0 = c. Sea d un divisor comu´n de a y b, entonces a = a1d y b = b1d, con a1, b1 ∈ Z.
Tenemos que: ax0 + by0 = a1dx0 + b1dy0 = (a1x0 + b1y0)d = c
Es decir, nos queda una expresio´n del tipo kd = c, nu´meros enteros. En consecuencia, tanto
k como d deben dividir a c , concluyendo as´ı esta parte de la demostracio´n.
⇐
Sea d = mcd(a, b). Entonces existe k ∈ Z tal que c = kd. Por otra parte, por el teorema
de Bezout2 existen α, β ∈ Z, tales que d = αa + βb. Multiplicamos los dos miembros de la
1Fue consultado en [5]
2La identidad de Be´zout enuncia que si a y b son nu´meros enteros con ma´ximo comu´n di-
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igualdad por k :
kd = kαa+ kβb = c
De donde obtenemos (kα)a + (kβ)b = c. Con lo que hemos llegado a que´ kα y kβ son
soluciones de la ecuacio´n [1]. Entonces: x0 = kα =
c
d
α y y0 = kβ =
c
d
β es una solucio´n de la
ecuacio´n [1], que es lo que quer´ıamos demostrar.
Teorema32.
Si x0, y0 ∈ Z es una solucio´n particular de la ecuacio´n ax + by = c [1], entonces todas las
soluciones enteras de la misma son de la forma: x = x0 +
b
d
t y y = y0 +
a
d
t [2], con t ∈ Z,
siendo d = mcd(a, b).
Demostracio´n.
Si x0, y0 es solucio´n de la ecuacio´n [1], entonces se cumple que ax0 + by0. Pero entonces las
expresiones de [2] tambie´n son solucio´n de dicha ecuacio´n. Faltar´ıa ver entonces que todas
las soluciones de [1] son de la forma que hemos descrito en [2]. Veamos:
Partiendo de la solucio´n particular anterior x0, y0, supongamos que tenemos una solucio´n x,
y de la ecuacio´n diofa´ntica lineal [1]. Tenemos las ecuaciones: ax+ by = c y ax0 + by0 = c.
Restamos las dos ecuaciones, obteniendo
a(x− x0) + b(y − y0) = 0
a(x− x0) = −b(y − y0) [3]
Dividimos ahora: a(x−x0)
d
= − b(y−y0)
d
. Como a
d
y b
d
son nu´meros enteros primos relativos.
a
d
divide a − b(y−y0)
d
, debe cumplirse que a
d
divida a (y0 − y). Debe existir t ∈ Z, tal que:
y0 − y = adt y y debe ser de la forma: y = y0 − adt.
Sustituyendo este valor de y en la ecuacio´n [3] llegamos, despue´s de unos sencillos ca´lculos, a
la expresio´n buscada para x: x = x0 +
b
d
t. Dando valores enteros al para´metro t, se obtienen
visor d, entonces existen enteros x e y tales que ax + by = d. Tomado de: http :
//es.wikipedia.org/wiki/IdentidaddeBC3A9zout
3Fue consultado en [1], [5].
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todas las (infinitas) soluciones en enteros a la ecuacio´n [1].
E.2. Anexo: Me´todo de Solucio´n 2: Por Fracciones
Continu´as.
Ahora se expondra´ un algoritmo de solucio´n alternativo que se basa en el anterior y que solo
difiere en el u´ltimo paso donde usaremos las fracciones continuas 4 .
Los siguientes teoremas 5, son de gran ayuda para este proceso.
Teorema 3. Todo nu´mero racional puede expresarse como una fraccio´n continua simple
finita.
Demostracio´n.
Sea r = p
q
un nu´mero racional con q > 0. Aplicando repetidamente el algoritmo de la divisio´n
tenemos,
p = qa1 + r1, 0 < r1 < q
q = r1a2 + r2, 0 < r2 < r1
r = r2a3 + r3, 0 < r3 < r2
...
...
rn−2 = rn−1an + rn, rn = 0.
Como los residuos r1, r2, . . . forman una sucesion decreciente de enteros positivos menores
que q, el proceso debe terminarse en un nu´mero finito de pasos con un residuo rn = 0 como
se ha indicado.
Las ecuaciones anteriores pueden escribirse en la forma
4Consultados en [1], [6].
5Consultados en [6].
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p
q
= a1 +
r1
q
= a1 +
1
q
r1
q
r1
= a2 +
r2
r1
= a2 +
1
r1
r2
...
rn−2
rn−1
= an,
y por sustituciones sucesivas obtenemos,
p
q
= a1 +
1
a2 +
1
a3 +
1
. . . +
1
an
= [a1, a2, . . . , an].
Donde [a1, a2, . . . , an] se denomina la expansio´n de
p
q
en fraccio´n continua.
Teorema6 4. Sean pn
qn
, pn+1
qn+1
dos convergentes consecutivas de una fraccio´n continua. Entonces
pnqn+1 − qnpn+1 = ±1.
Demostracio´n.
pn+1 = an+1pn + pn+1 [1]
qn+1 = an+1qn + qn−1 [2]
Haciendo, qn × [1]− pn × [2], obtenemos
6Fue consultado en [1]
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qnpn+1 − pnqn+1 = qnpn−1 − pnqn−1 = −(pnqn−1 − qnpn−1)
El anterior procedimiento puede ser repetido, dando
qnpn+1 − pnqn+1 = −(pnqn−1 − qnpn−1)
= (−1)n−1(pn−1qn−2 − qn−1pn−2)
· · · = (−1)n−1(p1q0 − q1p0)
= (−1)n−1(a0a1 + 1− a0a1) = ±1.
La representacio´n del nu´mero racional a
b
, el u´ltimo convergente es precisamente igual a a
b
,
pero el penu´ltimo convergente pk
qk
, satisface aqk − bpk = ±1.
Para el me´todo de solucio´n de ecuaciones diofa´nticas lineales, vemos que pk, qk son solucio´n
de la ecuacio´n ax+ by = 1 que nos permite obtener de inmediato una solucio´n a la ecuacio´n
ax+ by = c y proceder de all´ı.
Las fo´rmulas recursivas para los sucesivos convergentes, nos sugieren una forma sencilla y
ra´pida de calcular los sucesivos convergentes de un nu´mero racional.
a p q
a0 a0 1
a1 a0a1 + 1 a1
...
...
...
an anpn−1 + pn−2 anqn−1 + qn−2.
F. Anexo: Ecuaciones Diofa´nticas del
Tipo x2 − y2 = n.
Teorema1 5. La ecuacio´n x2 − y2 = n, donde n ∈ N, tiene soluciones enteras si y so´lo si n
puede descomponerse en producto de nu´meros de la misma paridad (ambos pares o ambos
impares). En el caso que a y b sean dos de tales nu´meros, la pareja de valores:x = a+b
2
y
y = a−b
2
son una solucio´n de la ecuacio´n. Todas las soluciones son de esta forma.
Demostracio´n.
⇒
Suponemos que x2 − y2 = n tiene solucio´n entera con que x2 − y2 = (x − y)(x + y), donde
los valores (x − y) y (x + y) han de tener la misma paridad, ya que al restarlos, resulta un
nu´mero par, esto es:(x− y)− (x+y) = −2y. Esto indica que esta´n situados en la ordenacio´n
de los enteros a una distancia par y son ambos pares o impares.
La ecuacio´n original se representa:
x2 − y2 = n
(x− y)(x+ y) = n [1]
Sea a = x + y y b = x − y tenemos que: a + b = 2x y a − b = 2y,de donde se obtiene
respectivamente a+b
2
y a−b
2
= y.
⇐
Suponemos que n = ab, donde a y b son de la misma paridad, esto es, si a = x+y y b = x−y,
tenemos que a + b = 2x y a − b = 2y son pares. Luego a+b
2
= x y a−b
2
= y. Como n = ab
1Tomado de [8] .
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tenemos (x− y)(x+ y) = n y finalmente x2 − y2 = n.
G. Anexo: Ecuaciones Diofa´nticas del
Tipo x2 + y2 = z2.
G.1. Me´todo de Solucio´n por Nu´meros Triangulares.
Pita´goras establecio´ una regla para hallar algunas soluciones enteras positivas a este tipo de
ecuaciones basado en los nu´meros triangulares, ya que la suma de dos nu´meros triangulares
consecutivos, es un nu´mero cuadrado perfecto1.
n2 + (
n2 − 1
2
)2 = (
n2 + 1
2
)2[1]
Donde n es impar para obtener un valor entero y x = n; y = n
2−1
2
; z = n
2+1
2
.
Demostracio´n.
Sean los nu´meros triangulares Tn =
n(n+1)
2
y Tn−1 =
n(n−1)
2
y sumandolos
n(n+ 1)
2
+
n(n− 1)
2
=
n2 + n+ n2 − n
2
=
2n2
2
= n2.
1Consultado en [12].
H. Anexo: Me´todo de la Doble Falsa
Posicio´n Para Ecuaciones de la
Forma: ax + b = c.
la regla de la falsa posicio´n o regla de los platillos de la balanza”se representa de la siguiente
forma:
donde m y n representa las falsas posiciones. d1 y d2 son los errores, los cuales Ibn Al-Bann
escrib´ıa debajo o encima de los platillos segu´n tuvieran valores positivos o negativos.
Sea la ecuacio´n ax+ b = c [1] y suponemos dos valores para la x:
x = m
x = n

entonces
am+ b = p
an+ b = q
 [2]
Restando [1] a cada una de las ecuaciones del sistema [2],
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am− ax = p− c
an− ax = q − c
 [3]
Donde,
p− c = d1
q − c = d2
Lugo se tiene,
am− ax = d1
an− ax = d2
 [4]
Restando las ecuaciones del sistema [4],
am− ax = d1
an− ax = d2 [5]
Por otra parte, eliminando a en [4]
amn− axn = d1n
−amn+ axm = −d2m

Restando,
ax(m− n) = d1n− d2m[6]
Y dividiendo [6] entre [5],
ax(m− n)
a(m− n) =
d1n− d2m
d1 − d2 = x
I. Anexo: Lectura: El problema de 3x+ 1.
Lectura tomada de [9].
J. Anexo: Lectura: El problema del
granjero.
K. Anexo: Lectura: Operaciones y el
Regula Falsi de Egipto
L. Anexo. Lectura: Me´todo Chino para
la Solucio´n de Sistemas de Ecuaciones
Lineales con Tres Inco´gnitas.
M. Anexo. Lectura: Los nu´meros de
Pita´goras
Lectura tomada de [10].
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N. Anexo. Lecturas: Teorema de
Pita´goras.
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N˜. Anexo. Lectura: Me´todo Geome´trico
Griego para la Solucio´n de
Ecuaciones de la Forma
x2 − bx + c = 0.
O. Anexo. Lectura: Me´todo Griego de
Aplicacio´n de A´reas para la Solucio´n
de Ecuaciones de la Forma
x2 − bx + c = 0.
P. Anexo. Lectura: Me´todo Geome´trico
A´rabe para Ecuaciones de la Forma
x2 − bx + c = 0.
Q. Anexo. Lectura: Instrucciones del
Me´todo Gra´fico de Lill
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